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Discretización del Movimiento Browniano
en el Plano Hiperbólico
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Resumen

Dado un subgrupo discreto Γ de PSL(2,R) con cociente compacto, presentamos un
método de discretización del Movimiento Browniano en el Plano Hiperbólico, me-
diante el cual se obtiene una probabilidad µ de soporte en Γ para la cual la medida
visual es estacionaria. Obtenemos además que dicha probabilidad tiene momento
exponencial finito.

Abstract

Given a dicrete subgroup Γ of PSL(2,R) with compact quotient, we present a dis-
cretization procedure applied to Brownian Motion in Hyperbolic Plane, that allows
to construct a probability measure µ supported in Γ for which the visual measure
is stationary. We obtain also that this probability measure has finite exponential
moment.
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5.1 Núcleo del calor en H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

5.2 Definición del Movimiento Browniano en H . . . . . . . . . . . . . . . 39

5.3 Propiedades básicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

5.4 No recurrencia y velocidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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Introducción

En un art́ıculo reciente ([LNP21, Teorema A.1]) se demuestra que dado un subgrupo
discreto Γ de PSL(2,R) convexo-cocompacto, se puede construir una probabilidad
µ con soporte Γ para la cual la medida de Patterson-Sullivan es estacionaria y
que además dicha medida tiene momento exponencial finito. La existencia y primer
momento finito en el caso convexo-cocompacto fue probada previamente en [CM07b].

La existencia de una tal medida µ fue probada en primera instancia por Fursten-
berg para el caso cocompacto ([Fur71]) mediante un método de discretización del
Movimiento Browniano. En dicho art́ıculo el autor obtiene primer momento finito.
Motiva este trabajo la extención del método de discretización de Furstenberg al caso
convexo-cocompacto para aśı reobtener el teorema de [LNP21].

En este trabajo se presenta el método de discretización del Movimiento Browniano
en el plano hiperbólico para el caso cocompacto y se demuestra la existencia de la
medida µ con momento exponencial finito.

En el caṕıtulo primero presentamos algunas nociones básicas de geometŕıa hiperbóli-
ca plana. Introducimos también la medida visual, y resultados básicos sobre funcio-
nes armónicas.

En el caṕıtulo segundo introducimos a los grupos fuchsianos, junto con algunas de
sus propiedades más elementales. Presentamos el Teorema del Poĺıgono de Poincaré,
con este mostramos como contruir un teselado del disco hiperbólico por poĺıgonos
de p lados a q por vértice. El grupo asociado a dicho teselado aparece más adelante
en el ejemplo de Kosenko.

En el caṕıtulo tercero vemos como a partir de una probabilidad en PSL(2,R) se
construye una caminata en PSL(2,R) y relacionamos la medida estacionaria de la
probabilidad con la medida de salida de la caminata. Probamos la convergencia al
borde de dicha caminata bajo ciertas hipótesis poco restrictivas. Estos resultados no
son esenciales para el objetivo del trabajo, pero ayudan a poner dicho objetivo en
el contexto de una área matemática más grande. Por último se presenta el ejemplo
de Kosenko, este es una caminata en un grupo fuchsiano cocompacto con medida
estacionaria singular respecto de la medida visual.

En el caṕıtulo cuarto se enuncia el teorema principal a probar en este trabajo (Teo-
rema 4.1). También comentamos sobre consecuencias y generalizaciones.

En el caṕıtulo quinto se introduce el Movimiento Browniano en el plano hiperbólico
junto con algunas propiedades elementales y otras que serán de utilidad posterior-
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mente para la prueba del Teorema 4.1, como por ejemplo, el momento exponencial
del diámetro (Proposición 5.13).

En el caṕıtulo sexto es el caṕıtulo medular de este trabajo, en él se presenta el
método de discretización del Movimiento Browniano, que resumimos en el Lema
6.1. El caṕıtulo está dedicado a probar dicho lema.

En el caṕıtulo sexto mostramos como finalizar la prueba del Teorema 4.1 con los
resultados obtenidos hasta entonces.

Por último se incluye un apéndice con algunas pruebas y referencias sobre nociones
y resultados probabiĺısticos que son utilizados a lo largo del trabajo.
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Caṕıtulo 1

Métrica hiperbólica

1.1. Definición y propiedades básicas

En esta sección presentaremos brevemente dos modelos de geometŕıa hiperbólica,
a saber, el semiplano de Poincaré y el disco hiperbólico. Veremos sus propiedades
más importantes, y otras que nos servirán más adelante cuando trabajemos con el
Movimiento Browniano Hiperbólico. Por referencias se pueden consultar [Kra04],
[Kat92] y [Dal07].

1.1.1. Isometŕıas

Definición 1.1. El disco hiperbólico es D munido de la métrica riemanniana, que
llamamos hiperbólica, o de Poincaré:

2

1− |z|2
〈v, w〉, ∀v, w ∈ C = TzD.

Recordamos que mediante el lema de Schwarz-Pick, se determinan los automorfismos
(f : D→ D holomorfa y biyectiva), resulta

Aut(D) =

{
eiθ

α− z
1− αz

: θ ∈ R, α ∈ D
}
.

La importancia de esto en lo que sigue es que los automorfismos son exactamente
las isometŕıas que preservan orientación:

Proposición 1.2. Isom+(D) = Aut(D).

Consideremos ahora H := {x + iy ∈ C : x ∈ R, y > 0}, el mapa Φ : H → D dado
por

Φ(z) =
i− z
i+ z

,

es holomorfo y biyectivo. Podemos llevar la métrica de D a H mediante el pullback,
para obtener:
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CAPÍTULO 1. MÉTRICA HIPERBÓLICA

Definición 1.3. El semiplano de Poincaré es H := {x + iy ∈ C : x ∈ R, y > 0}
munido con la métrica riemanniana

1

Im(z)2
〈v, w〉, ∀v, w ∈ C = TzH.

Además, conjugando por el mapa Φ obtenemos

Proposición 1.4. Isom+(H) =

{
az + b

cz + d
: a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1

}
.

Consideremos ahora

SL(2,R) =

{(
a b
c d

)
: a, b, c, d ∈ R tales que ad− bc = 1

}

El mapa

(
a b
c d

)
−→ az + b

cz + d
es un morfismos de grupos, y su núcleo es {Id,−Id}.∂

De esta manera se identifica Isom+(H) con

PSL(2,R) = SL(2,R)�{Id,−Id}.

Proposición 1.5. SL(2,R) =

〈(
0 −1
1 0

)
,

(
1 b
0 1

)
b ∈ R,

(
λ 0
0 λ−1

)
λ > 0

〉
.

En otras palabras, toda isometŕıa de H resulta de componer una cantidad finita de
veces isometŕıas positiva de la forma:

1. z → −1

z
,

2. z → λz para λ > 0,

3. z → z + l para l ∈ R.

El grupo PSL(2,R) actúa naturalmente en H por isometŕıas mediante(
a b
c d

)
z =

az + b

cz + d
,

esta acción es transitiva pero podemos precisar más.

El fibrado tangente unitario de H es

T1H = {(z, v) : z ∈ H , v ∈ C tal que |v| = Im(z)}.

Como

(
az + b

cz + d

)′
=

1

(cz + d)2
, tenemos que PSL(2,R) actúa en T1H por(

a b
c d

)
(z, v) =

(
az + b

cz + d
,

1

(cz + d)2

)
.

El hecho notable de esta acción es que
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CAPÍTULO 1. MÉTRICA HIPERBÓLICA

Proposición 1.6. La acción de PSL(2,R) en T1H es transitiva y fiel, por tanto,

PSL(2,R) ' T1H.

Observación 1.7. El borde de H es ∂H = R ∪ {∞}, y la acción de PSL(2,R) en

H se extiende al borde naturalmente poniendo − 1

∞
= 0 y ∞ = λ.∞ =∞+ l para

todos λ > 0, l ∈ R. Esta acción es por difeomorfismos y además es transitiva.

Proposición 1.8 (Clasificación de isometŕıas).
Sea g una isometŕıa de H, pasa una y sólo una de las siguientes alternativas

1. g fija un punto de H, decimos que g es eĺıptica.

2. g fija un punto de ∂H, decimos que g es parabólica.

3. g fija dos puntos de ∂H, decimos que g es hiperbólica.

1.1.2. Geodésicas

Definimos una distancia en H (o D) a partir de la métrica hiperbólica, de manera
usual.

Definición 1.9. Dados z, w ∈ H (o D) podemos definir su distancia (hiperbólica)
como

distH(z, w) = ı́nf{lH(γ) : γ es una curva que une z con w}, (1.1.1)

donde

lH(γ) :=

∫ b

a

||γ′(t)||
Im(γ(t))

dt, es la longitud de la curva γ : [a, b]→ H.

Cuando no haya lugar a confusiones omitiremos el sub́ındice en distH y lH.

Definición 1.10. Decimos que una curva γ : [a, b]→ H es una geodésica si:

||γ′(t)||γ(t) = 1 ∀t ∈ [a, b]

Dado t ∈ [a, b) existe δ > 0 tal que si t < s ≤ t+ δ se tiene: distH(γ(t), γ(s)) =
lH(γ|[t,s]) = |t− s|.

A partir de la definición se puede verificar que:

Proposición 1.11. La curva γ : (−∞,+∞)→ H tal que γ(t) = iet, es una geodési-
ca de H. Cumple γ(0) = i y γ′(t) = i y en particular

distH(i, iet) = |t| ∀t ∈ R.

Usando que PSL(2,R) actúa transitivamente en T1H, y que conocemos expĺıcita-
mente Isom+(D) se consigue
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CAPÍTULO 1. MÉTRICA HIPERBÓLICA

Proposición 1.12.

1. distH(z, w) = log

(
|z−w|

2
√
Im(z)Im(w)

+
√

|z−w|2
4Im(z)Im(w)

+ 1

)
∀z, w ∈ H

2. distD(z, w) = log

(
1+
|z−w|
|1−zw|

1− |z−w||1+zw|

)
∀z, w ∈ D.

3. Para todo z ∈ H y v ∈ C con |v| = Im(z), existe una única geodésica que
pasa por z con velocidad v.

4. Para todos z, w ∈ H existe una única geodésica que une z con w.

5. Con la métrica de hiperbólica, H y D son geodésicamente completo.

6. (H, distH) y (D, distH) son espacios métricos completos1, además la topoloǵıa
es la heredada de R2.

Un hecho importante sobre las isometŕıas hiperbólicas es que al ser transformaciones
de Möbius, preservan la familia de ćırculos y rectas.

Proposición 1.13. Tanto las isometŕıas de H como las de D, mandan rectas y
ćırculos en rectas y ćırculos.

Obtenemos aśı una imagen clara de las geodésicas en estos espacios.

Corolario 1.14.

En H las geodésicas son las semirrectas y semićırculos perpendiculares a R.

En D las geodésicas son los diámetros y semićırculos perpendiculares a S1.

Algunas propiedades geométricas básicas, son las siguientes

Proposición 1.15.

1. Dada una geodésica γ y un punto a ∈ D existe una única geodésica que pasa
por a y es perpendicular a γ.

2. Si a, b, c ∈ D satisfacen d(a, c) = d(a, b) + d(b, c) entonces a, b y c están alinea-
dos, es decir, hay una geodésica que pasa por los tres puntos.

3. Dadas dos geodésicas que no se intersecan, existe una única geodésica que es
perpendicular común y que realiza la distancia entre las geodésicas.

4. Si γ1, γ2 son geodésicas,

d(γ1(t), γ2(t)) = O(e−t) o de lo contrario,

d(γ1(t), γ2(t)) = O(et)

1Se puede lidiar directamente con la definiciones, o se puede aplicar Hopf-Rinow por el item
anterior.
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CAPÍTULO 1. MÉTRICA HIPERBÓLICA

1.1.3. Peŕımetro, área y curvatura

Una cuenta muestra que DD(0, r) = D(0, tanh(r/2)), de donde los discos con la
métrica hiperbólica son también discos eucĺıdeos, sin embargo, no es cierto que
tengan el mismo centro.

Tenemos entonces que el peŕımetro (hiperbólico) de un disco (hiperbólico) de radio
r > 0 está dado por

Per(DD(z, r)) =
4π tanh(r/2)

1− tanh(r/2)2
= 2π sinh(r).

Vemos entonces que para r chico, el peŕımetro hiperbólico se aproxima al eucĺıdeo:
Per(DD(z, r)) ' 2πr.

Dado una región U ⊂ D definimos su área (hiperbólica) como

Área(U) =

∫
U

4dxdy

(1− (x2 + y2))2
.

En particular obtenemos

Área(DD(o, r)) =
4π(tanh(r/2))2

1− tanh(r/2)2
= 2π(cosh(r)− 1). (1.1.2)

Otra vez el área hiperbólica se aproxima a la eucĺıdea para valores de r cercanos a
cero: Área(DD(o, r)) ' πr2.

Sin embargo, contrariamente al caso euclidiano

ĺım
r→+∞

Per(DD(o, r))

Área(DD(o, r))
= 1.

Podemos escoger las siguientes coordenadas polares geodésicas en D

(ρ, θ)→ tanh(ρ/2)eiθ,

el pullback de la métrica hiperbólica por estas coordenadas es

dρ2 + sinh2(ρ)dθ2.

Recuperamos con esta métrica las fórmulas para el peŕımetro y el área vistas ante-
riormente. Pero además podemos decir algo acerca de la curvatura:

Proposición 1.16. La curvatura gaussiana de la métrica hiperbólica es K = −1.

Demostración. En coordenadas polares geodésicas, tenemos E = 1, F = 0 y G =
sinh(ρ)2. Luego

K = −∂ρρ(
√
G)√

G
= −1.
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CAPÍTULO 1. MÉTRICA HIPERBÓLICA

1.1.4. Triángulos, poĺıgonos y Gauss-Bonnet

Definición 1.17. Un poĺıgono P en D es un convexo, cerrado tal que para todo
z ∈ ∂P existe un entorno U de manera que U ∩∂P es una unión finita de segmentos
geodésicos. Notemos que admitimos de esta manera que la clausura de P en D tenga
intersección no vaćıa con ∂D.

Un lado de un poĺıgono P es un segmento geodésico maximal contenido en ∂P .

Un vértice es un punto en z ∈ D tal que se tiene alguna de las siguientes

i) pertenece la intersección de dos lados.

ii) es punto ĺımite común de dos lados (vértice ideal).

El ángulo del poĺıgono en cada vértice se define como el ángulo que forman las
geodésicas que determinan el vértice. Para vértices ideales el ángulo es cero.

A modo de contraste con el caso euclidiano, tenemos

Proposición 1.18.

1. Si γ1, . . . , γn son los ángulos de un poĺıgono de n lados

n∑
i=1

γi < (n− 2)π.

2. No hay b́ıgonos (poĺıgono de 2 lados).

3. No hay cuadrados (poĺıgonos de cuatro lados con ángulos rectos).

4. Dos geodésicas tienen una única geodésica ortogonal común.

5. Si dos triángulos tienen los mismos ángulos, existe una isometŕıa que lleva un
triángulo en otro.

6. (Gauss-Bonnet) Sea T un triángulo con ángulos α, β, γ ≥ 0, entonces

Área(T ) = π − γ − α− β.

7. (Método de continuidad) Para todos α, β, γ ≥ 0 tal que α+β+γ < π/2 existe
un triángulo con ángulos α, β y γ.

Relacionado con el ı́tem 5, podemos determinar la longitud de los lados de un
triángulo a partir de sus ángulos, mediante la siguiente

Teorema 1.19 (Ley del coseno hiperbólico).
Sea T un triángulo con ángulos interiores α, β y γ. Si a es el lado opuesto a α
tenemos

cos(α) = − cos(β) cos(γ) + sen(β) sen(γ) cosh(a).

12



CAPÍTULO 1. MÉTRICA HIPERBÓLICA

A partir de Gauss-Bonnet, deducimos una propiedad geométrica que es caracteŕıstica
de la hiperbolicidad.

Teorema 1.20. (δ-hiperbolicidad)
Existe δ > 0 tal que para cualquier triángulo, todo punto sobre alguno de sus lados
está a distancia menor que δ de los otros dos lados.

Demostración. Si para cada δ > 0 encontramos un triángulo Tδ y un punto p sobre
uno de sus lados l, tal que el punto está a distancia mayor que δ de los otros dos
lados, entonces el disco (en la métrica hiperbólica) centrado en p de radio δ tiene
como diámetro a l y por tanto un semidisco está contenido en el triángulo. De esta
manera

Área(Tδ) ≥ π(cosh(δ)− 1)→ +∞,

lo que es absurdo pues por Gauss-Bonnet π es una cota uniforme para el área de
todos los triángulos.

1.2. Medida visual

En esta sección presentamos la medida visual de manera geométrica, más adelante
veremos que ésta es la distribución ĺımite del Movimiento Browniano Hiperbólico
(Proposición 5.18).

Queremos entender lo siguiente: si nos paramos en un punto del disco D y miramos
hacia el infinito, i.e., hacia el borde ¿siempre vemos lo mismo? si no, ¿cómo cambia
lo que vemos con el punto?

Para entender esto podemos dividir el “horizonte” en sectores y deslizar pelotitas
con velocidad constante en distintas direcciones. Registramos cada vez el sector al
cual la pelotita se fue. En el ĺımite obtenemos una probabilidad en el “horizonte”.

En esta sección formalizaremos esto, la idea es asociarle a cada punto una proba-
bilidad en S1 (el borde del disco), que vamos a llamar medida visual. Continuando
la intuición anterior, esta es la probabilidad de que una pelotita termine en cierta
región del borde.

Para todo p ∈ D tenemos,

T1
pD = {v ∈ C : |v| = 1− |p|2} = D(0, 1− |p|2) ⊂ C,

luego T1
pD tiene una única probabilidad invariante por rotaciones:

mp =
1

2π(1− |p|2)
m, donde m denota la medida de Lebesgue en D(0, 1− |p|2).

Definimos para cualquier geodésica γ : R→ H, sus extremos como

γ±∞ = ĺım
t→±∞

γ(t) ∈ S1,

13



CAPÍTULO 1. MÉTRICA HIPERBÓLICA

los extremos determinan la geodésica a menos del sentido.

Consideramos ahora ϕp : T1
pD→ S1 como:

ϕp(v) = γ+∞, donde γ es la única geodésica con γ(0) = p, y γ′(0) = v.

Definición 1.21. La medida visual en p ∈ D es θp = ϕp∗mp.

Para lo que sigue vale la pena hacer una observación previa.

Proposición 1.22.

1. θg.p = g∗θp

2. θg.p << θp, y además
dθg.p
dθp

(ξ) = |g′(ξ)| ∀ξ ∈ S1

3. θ0 es la medida de Lebesgue en S1

Demostración.

1. Por definición g.φp(v) = φp(dpg(v)), luego dado E es conjunto medible de S1

(ϕp)−1(g−1.E) = {v ∈ T1
pD : ϕp(v) ∈ g−1.E} =

= {v ∈ T1
pD : g.ϕp(v) ∈ E} =

= {v ∈ T1
pD : ϕgp(dpg(v)) ∈ E} =

= {w ∈ T1
g.pD : ϕg.p(w) ∈ E} = (ϕg.p)−1(E).

2. Que θg.p << θp es una consecuencia del ı́tem anterior y de que g es un difeo-
morfismo. Para calcular la derivada, tomamos f ∈ C(S1) luego∫

S1

f(ξ)dθg.p(ξ) =

∫
S1

f(ξ)dg∗θp(ξ) =

=

∫
S1

f ◦ g−1(ξ)dθp(ξ)

=

∫
S1

f ◦ g−1(ξ)

|(g−1)′((g ◦ g−1)ξ)
|(g−1)′(ξ)|dθp

=

∫
S1

f(ξ)

|(g−1)′(gξ)|
dθp(ξ) =

=

∫
S1

f(ξ)|g′(ξ)|dθp(ξ).

3. Aplicando el ı́tem 1 a las rotaciones, obtenemos que θ0 es una probabilidad
invariante por rotaciones, por tanto es la medida de Lebesgue en S1.
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CAPÍTULO 1. MÉTRICA HIPERBÓLICA

Deducimos de la proposición que θp << θq para todos p, q ∈ D y que además

dθp
dθq

(ξ) = |g′(ξ)|, donde g ∈ Isom+(D) es tal que manda q en p.

Definición 1.23. (Núcleo de Poisson) Este es

P (z, ξ) :=
dθz
dθ0

(ξ) =
1− |z|2

|ξ − z|2
∀z ∈ D, ξ ∈ S1.

En efecto, tomando

g(w) =
z − w
1− zw

∈ Isom+(D),

tenemos que g manda 0 en z y |g′(ξ)| = 1−|z|2
|ξ−z|2 .

Observación 1.24.

Podemos trasladar todas estas definiciones a H por la isometŕıa z → i− z
i+ z

.

En la siguiente sección veremos la relevancia del núcleo de Poisson.

1.3. Armonicidad y Laplaciano

Introducimos la idea de armonicidad y del Laplaciano en regiones del plano, junto
con algunas propiedades básicas que en la próxima sección nos permitirán probar la
Desigualdad de Harnack (Teorema 1.31), pieza clave para el método de discretiza-
ción. Se puede consultar por ejemplo el libro de Ahlfors [Ahl79] por pruebas y otras
referencias.

Sea V una región (i.e. abierto conexo) del plano C, y u : V → R de clase C2.

Definición 1.25. El Laplaciano de u es:

∆u := div(∇u) =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
.

Un teorema fundamental es el siguiente

Teorema 1.26. Sea u : V → R, son equivalentes

1. u es de clase C2 y ∆u = 0

2. u es localmente parte real de una función holomorfa.

3. u es continua y para todo z ∈ V , si r > 0 es tal que D(z, r) ⊂ V tenemos

u(z) =

∫
S1

u(z + rξ)dξ.
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CAPÍTULO 1. MÉTRICA HIPERBÓLICA

Definición 1.27. Decimos que u es armónica si se satisface cualquiera de estas
condiciones.

Observación 1.28 (Invariancia conforme).
Se deduce del segundo ı́tem que para cualquier f : U → V holomorfa y u : V → R
armónica, v = u ◦ f es armónica en U .

El ejemplo más importante de función armónica en D es

Proposición 1.29. El Núcleo de Poisson es una función armónica en D, esto es:
fijado ξ ∈ S1, el mapa z → P (z, ξ) es una función armónica.

Pues no sólo es armónica si no que permite representar otras funciones armónicas.

Teorema 1.30 (Problema de Dirichlet).
Sea f : S1 → R continua cualquiera, existe una única función armónica u en D que

se extiende continuamente a S1 como u(ξ) = f(ξ) para todo ξ ∈ S1. De hecho:

u(z) =

∫
S1

P (z, ξ)f(ξ)dξ.

1.4. Desigualdad de Harnack

En esta sección probamos el siguiente teorema, fundamental para el método de
discretización (ver Lema 6.1) que a su vez es esencialmente la prueba del Teorema
4.1.

Teorema 1.31 (Desigualdad de Harnack).
Dado K ⊂ D compacto existe C > 0 tal que para toda u : D→ R armónica positiva,

1

C
u(w) ≤ u(z) ≤ Cu(w) para todos z, w ∈ K.

La idea es acotar la norma del gradiente para funciones armónicas. Hacemos esto
progresivamente:

Lema 1.32. Si hξ(z) = P (z, ξ) tenemos ||∇h(0)|| = 2.

Demostración. Tomemos la isometŕıa ϕ : H→ D dada por ϕ(w) = i−w
i+w

. Se obtiene
h1(ϕ(x+ iy)) = 2y. Por tanto

2 = ||∇(h1 ◦ ϕ)(i)|| = ||∇h1(ϕ(i))ϕ′(i)|| = || − ∇h1(0)|| = ||∇h1(0)||.

Como hξ(z) = h1(ξ−1z), tenemos

||∇hξ(0)|| = ||∇h1(ξ−10)ξ−1|| = ||∇h1(0)|| = 2.
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CAPÍTULO 1. MÉTRICA HIPERBÓLICA

Lema 1.33. Si u es armónica y positiva en D tenemos

||∇(log u)(z)|| ≤ 2

1− |z|2
para todo z ∈ D.

Demostración. Basta probar

||∇(log u)(0)|| ≤ 2, para toda u armónica y positiva en D. (1.4.1)

Pues luego si ϕ ∈ Isom+(D) manda 0 en z obtenemos: u ◦ ϕ armónica positiva y

2 ≥ ||∇(log u ◦ ϕ)(0)|| = ||∇(log u)(z)ϕ′(0)|| = ||∇(log u)(z)|| |ϕ′(0)|,

como |ϕ′(0)| = 1− |z|2, queda probado.

Para probar (1.4.1), fijemos u armónica y positiva en D. Dado 0 < λ < 1 considere-
mos uλ(z) = u(λz), luego uλ se extiende continuamente al borde y

||∇(log uλ)(0)|| = λ||∇(log u)(0)|| para todo 0 < λ < 1.

Es decir, alcanza con probar (1.4.1) en el caso que la función se extienda conti-
nuamente al borde. Pero si u se extiende continuamente al borde, por el Teorema
1.30

u(z) =

∫
S1

P (z, ξ)u(ξ)dξ.

Para z en un entorno de 0 y ξ ∈ S1, la función (z, ξ)→ P (z, ξ) es C∞, luego

∂u(0)

∂w
=

∫
S1

∂P (0, ξ)

∂w
u(ξ)dξ,

de donde

||∇u(0)|| ≤ 2

∫
S1

u(ξ)dξ = 2u(0),

pues u es positiva y u(0) =
∫
S1 u(ξ)dξ.

Como ∇(log u)(0) = ∇u(0)
u(0)

queda probado el lema.

Este lema se traduce a una cota uniforme del gradiente en la métrica hiperbólica.
Efectivamente, si u es cualquier función de clase C1 el gradiente en esta métrica es
el único vector ∇Du(z) ∈ TzD tal que

dzu(v) = 〈v,∇Du(z)〉z, para todo v ∈ TzD,

por definición de la métrica en D tiene que ser

∇Du(z) =

(
1− |z|2

2

)2

∇u(z).

Por tanto
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CAPÍTULO 1. MÉTRICA HIPERBÓLICA

Corolario 1.34. Para toda función armónica positiva u en D tenemos

||∇D(log u)(z)||z ≤ 1.

Ahora śı podemos finalizar la prueba de la desigualdad de Harnack

Demostración del Teorema 1.31. Sea K un compacto cualquiera, dados z, w ∈ K
tomamos γ la geodésica que une z con w, luego

| log u(z)− log u(w)| = |
∫
〈∇(log u)(γ(t)), γ′(t)〉γ(t)dt| ≤ diam(K),

por tanto

exp(− diam(K))u(w) ≤ u(z) ≤ exp(diam(K))u(w).
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Caṕıtulo 2

Grupos fuchsianos

2.1. Definición, ejemplos y propiedades básicas

En esta sección presentamos a los grupos fuchsianos, el teorema principal de este
trabajo (Teorema 4.1) es un resultado acerca de la regularidad de cierta probabilidad
asociada a un grupo fuchsiano. Referencias para esta sección son [Kat92] y [Dal07].

El grupo PSL(2,R) hereda una topoloǵıa natural de M2(R).

Definición 2.1 (Grupo fuchsiano).
Un grupo se dice fuchsiano si es un subgrupo discreto de PSL(2,R).

Claramente todo subgrupo de PSL(2,R) actúa en D por isometŕıas.

Proposición 2.2. Sea Γ subgrupo de PSL(2,R), son equivalentes

1. Γ es fuchsiano.

2. Para todo K ⊂ D compacto y z ∈ D se tiene #{g ∈ Γ : g.z ∈ K} < +∞.

Observación 2.3. Cuando Γ grupo fuchsiano no contiene elementos eĺıpticos, la
acción de Γ en D es propiamente discontinua, esto es, para todo z ∈ D existe U ⊂ D
entorno abierto de z tal que g.U ∩ U 6= ∅ =⇒ g = id.

En este caso el cociente D�Γ resulta una superficie. Mientra que en general el cociente
D�Γ tiene estructura de superficie salvo en algunos puntos.

Definición 2.4 (Grupo fuchsiano cocompacto).

Decimos que un grupo fuchsiano es cocompacto si el cociente D�Γ es compacto.

Definición 2.5 (Grupos fuchsianos elementales).
Un grupo fuchsiano Γ se dice elemental si existe z ∈ D fijo por todo elemento de Γ.
No es dif́ıcil ver que hay tres tipos de grupos fuchsianos elementales (no triviales),

1. Γ = g〈rθ〉g−1 con rθ rotación de ángulo racional.
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CAPÍTULO 2. GRUPOS FUCHSIANOS

2. Γ = 〈γ〉 con γ parabólica.

3. Γ = 〈γ〉 con γ hiperbólica.

Ejemplo 2.6 (Grupos de Schottky).
Toda geodésica divide a D en dos componentes que llamamos semiespacios. Dado
o ∈ D y g ∈ PSL(2,R) hiperbólica, definimos D(g, o) al semiespacio determinado
por la mediatriz de o y g.o que contiene a g.o.

Consideremos g1, g2 ∈ G dos isometŕıas hiperbólicas. Supongamos que los ejes de
traslación respectivos se cortan en un punto o ∈ D. Definimos Di = D(gi, o) y
D−1
i = D(g−1

i , o)) para i = 1, 2. Obtenemos

gi(D
−1
i ) = D \Di y gi(D \D−1

i ) = Di, para i = 1, 2.

Ejemplo 2.7 (Grupo modular).
Consideremos

SL(2,Z) =

{(
a b
c d

)
: a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1

}
,

luego, pasando al cociente, obtenemos PSL(2,Z) que es claramente fuchsiano.

1. PSL(2,Z) =

〈(
1 −1
1 0

)
,

(
0 −1
1 0

)〉
.

2. El elemento

(
0 −1
1 0

)
es eĺıptico (fija i) y por tanto la acción de PSL(2,Z) no

es propiamente discontinua.

3. Un dominio fundamental para la acción de PSL(2,Z) está dado por

D = {z ∈ H : |z| ≥ 1, |Re(z)| ≤ 1/2}.

Ejemplo 2.8 (Caminatas de ángulo recto).

Sean Ar =

(
er/2 0
0 e−r/2

)
y B =

(
1√
2
−1√

2
1√
2

1√
2

)
, se considera el grupo Gr = 〈Ar, B〉,

este codifica los posibles recorridos para una caminata dando pasos de largo r y
doblando (o no) con ángulo recto.

¿Para cuáles valores de r > 0 este grupo es discreto? resulta que existe un valor r∞
tal que si r ≥ r∞ entonces el grupo es discreto. Sin embargo hay un conjunto discreto
de r < r∞ para los cuales también Gr es discreto. Por una descripción completa del
problema, demostraciones y más referencias, ver [GL20].

Definición 2.9 (Conjunto ĺımite).
El conjunto ĺımite de un grupo fuchsiano Γ es

Λ(Γ) = {γ.z : γ ∈ Γ} ⊂ S1, donde z ∈ D es cualquiera.

Proposición 2.10. Si Γ es un grupo fuchsiano cocompacto, entonces Λ(Γ) = S1.
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CAPÍTULO 2. GRUPOS FUCHSIANOS

Proposición 2.11 (Poĺıgono de Dirichlet). Sea Γ grupo Fuchsiano, dado z ∈ D
definimos poĺıgono de Dirichlet asociado a z como

Pz = {w ∈ D : d(z, w) ≤ d(gz, w) ∀g ∈ Γ}

Tenemos entonces que si Stab(z) = {id}, Pz es un poĺıgono fundamental, i.e., un
poĺıgono y un dominio fundamental.

2.2. Teorema del poĺıgono de Poincaré

En esta sección presentamos el Teorema del poĺıgono de Poincaré, este teorema per-
mite, dado un poĺıgono construir un grupo fuchsiano que tiene a éste como dominio
fundamental para la acción de dicho grupo en H.

De particular importancia es que utilizando este teorema en la próxima sección
(sección 2.2) construiremos un grupo fuchsiano en el cual más adelante veremos un
ejemplo de caminata para la cual la medida de salida es singular respecto de la me-
dida de Lebesgue (sección 3.10). Referencias para esta sección son [Mas71] y [Bon09].

Comencemos fijando un poĺıgono P ⊂ H, para simplificar la exposición supondremos
que el poĺıgono es compacto. Llamamos por S al conjunto de lados de P, como el
poĺıgono es compacto, S es finito.

Definición 2.12. Una identificación en P es σ : S → S y {gs}s∈S tal que

1. gs(s) = σ(s)

2. σ2 = idS

3. gσ(s) = g−1
s

4. σ(s) = s implica que gs es la identidad en s.

5. Todo lado s tiene un entorno V tal que gs(V ∩ P ) ∩ P ◦ = ∅.

Observación 2.13. Observemos que permitimos σ(s) = s en cuyo caso, por 4 y 5,
gs tiene que ser la reflexión respecto de la geodésica determinada por s. En particular
g2
s = id.

Dado un vértice z1 de P aplicamos el siguiente procedimiento:

1. Elegimos s1 uno de los dos lados de P determinado por z1, llamamos g1 = gs1 .

2. Tomemos C = (z1), L = ((s1, σ(s1)) y T = (g1).

3. Llamamos z2 = g1(z1), y tomamos s2 lado determinado por z2 distinto de
σ(s1), consideramos g2 = gs2 .

4. Actualizamos: C = (z1, z2), L = ((s1, σ(s1)), (s2, σ(s2))) y T = (g1, g2).
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5. Aplicamos 3, cambiando z1, s1 y g1 por z2, s2 y g2.

6. Continuamos el procedimiento indefinidamente.

Después de este proceso obtenemos tres sucesiones

- (z1, . . . , zn, . . . )

- ((s1, σ(s1)), . . . , (sn, σ(sn)), . . . )

- (g1, . . . , gn, . . . )

Como el poĺıgono es compacto, las tres sucesiones son periódicas. Sin embargo el
peŕıodo no tiene porqué coincidir.

Definición 2.14. Consideramos m el mı́nimo peŕıodo común a las tres sucesiones
construidas a partir del procedimiento anterior, definimos el ciclo determinado por
z1 como C(z1) = (z1, . . . , zm). Si α(zi) denota el ángulo interior al poĺıgono en el
vértice zi, definimos el ángulo del ciclo como

α(C(z1)) =
m∑
i=1

α(zi)

Teorema 2.15 (Teorema del poĺıgono). Sea P un poĺıgono compacto con una iden-
tificación, de manera que para cada vértice de P el ángulo del ciclo determinado
por el vértice es 2π/n, donde n ≥ 1 (que depende a priori del vértice). Entonces
el grupo generado por la identificación es discreto y P es un dominio fundamental
para la acción de dicho grupo en H.

Demostración. Para la prueba ver el art́ıculo [Mas71], también el Teorema 6.1 de
[Bon09] (en particular ver la sección 6.3.4)

Teselado por p-ágonos a q por vértice

Como aplicación del teorema del poĺıgono de Poincaré (Teorema 2.15) vamos a
construir un teselado de D por poĺıgonos de p lados a q por vértice. Este teselado
corresponde a un grupo fuchsiano en el cual más adelante daremos un ejemplo de
caminata al azar que tiene medida de salida singular respecto de Lebesgue.

El primer paso es teselar el disco por triángulos.

Proposición 2.16.
Si 1/p + 1/q < 1/2 existe un teselado de D por triángulos con ángulos π/p, π/q y π/2.

Demostración. Tenemos π/p+π/q+π/2 < π, entonces por el método de continuidad
(Proposición 1.18, ı́tem 7) existe T triángulo de ángulos π/p, π/q y π/2.
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Identificamos cada lado consigo mismo, luego con la notación de la sección previa,
tenemos: σ(si) = si para i = 1, 2, 3, y gsi resulta la reflexión respecto de si. Para
probar el corolario basta ver que estamos dentro de las hipótesis del Teorema del
poĺıgono de Poincaré (Teorema 2.15).

Tomemos z1 el vértice con ángulo π/p. Aplicamos el procedimiento anterior en este
punto y obtenemos las sucesiones

- (z1, z1, . . . )

- ((s1, s1), (s2, s2), (s1, s1), . . . )

- (gs1 , gs2 , gs1 , gs2 , . . . )

Luego el peŕıodo a considerar es m = 2 y el ángulo entonces es 2π/p.

Haciendo un argumento análogo con los otros vértices verificamos que estamos
dentro de las hipótesis del Teorema 2.15. Concluimos que el grupo generado por
{gs1 , gs2 , gs3} es discreto y que el triángulo T es fundamental para la acción de dicho
grupo. Se obtiene aśı el teselado buscado.

Proposición 2.17.
Si 1/p + 1/q < 1/2 existe un teselado de D por poĺıgonos de p lados a q por vértice.

Demostración. Rotamos con ángulo 2π/p este triángulo en el vértice con mismo
ángulo. Obtenemos aśı un poĺıgono regular de p lados con ángulos interiores π/q. Si
Γ es el grupo fuchsiano dado por la proposición anterior el subgrupo generado por las
reflexiones de los lados del poĺıgono es un grupo fuchsiano con dominio fundamental
dado por el poĺıgono.
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Caṕıtulo 3

Caminatas al azar en PSL(2,R)

Consideremos µ una probabilidad en PSL(2,R), vamos a suponer en este caṕıtulo
que el soporte de µ genera un grupo fuchsiano, aunque varios de los resultados a
continuación son generalizables, este es el caso de mayor relevancia para este trabajo.

A continuación vemos cómo construir una caminata al azar a partir de µ.

Definición 3.1. Dada µ como antes, tomemos (γn)n i.i.d con distribución µ, y una
probabilidad ν0 en D. La caminata al azar inducida por µ con distribución inicial ν0

es:

(zn)n tal que z0 ∼ ν0, y zn+1 = γn+1zn

Expĺıcitamente la distribución νn+1 de zn+1 es

νn+1(A) = P(zn+1 ∈ A) =

=
∑
γ

P(zn = γ−1A)µ(γ) =

=
∑
γ

γ∗νn(A)µ(γ) = µ ∗ νn(z).

3.1. Convergencia al borde

Nos interesa entender el comportamiento asintótico de la caminata. La cuestión más
elemental es saber si existe c.s. z∞ = ĺımn zn. A esto nos dedicamos en toda la
sección, concretamente probaremos el siguiente teorema:

Teorema 3.2. Sea µ una probabilidad en PSL(2,R), consideremos (γn)n i.i.d con
distribución µ. Si el soporte de µ no está contenido en un subgrupo elemental, existe
una v.a. z∞ en S1 = ∂D tal que

zn = γ1 . . . γn.o
n→+∞−−−−→ z∞ c.s. para todo o ∈ D.
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Observación 3.3. Por definición es claro que la distribución de z∞ está soportada
en el conjunto ĺımite ∆(Γ) (ver Definición 2.9).

A modo de introducir la estrategia para prueba del teorema, hacemos la siguiente
observación

Observación 3.4. Supongamos por un momento que existe z∞, llamemos ν a su
distribución. Claramente,

zkn = zn+k cumple z∞ = zk∞ = ĺım
n
zkn para todo k ≥ 0.

Luego para cualquier boreleano A ⊂ D, y γ ∈ PSL(2,R)

γ∗ν(A) = ν(γ−1A) = P(z∞ ∈ γ−1A) =

= P(zk∞ ∈ γ−1A) =

= P(zk−1
∞ ∈ A | γk−1 = γ) =

= P(z∞ ∈ A | γ1 = γ),

y esto muestra que ν = µ ∗ ν.

Definición 3.5. Una probabilidad ν en D es µ-estacionaria si ν ∗ µ = ν.

La observación anterior muestra que es necesaria la existencia de medidas estaciona-
rias para que exista z∞ = ĺımn zn. La estrategia para probar el Teorema 3.2 consiste
en

1. Probar que existe una medida estacionaria ν (Teorema 3.8),

2. Ver que c.s. existe una medida νω tal que (γ1(ω) . . . γn(ω))∗ν → νω (Teorema
3.9),

3. Por último concluir que c.s. νω = δz(ω) y concluir que ĺımn zn = z c.s. (final de
la sección).

Ejemplo 3.6. Tomemos Γ = 〈γ〉 donde γ es hiperbólica que fija −1, 1 ∈ S1 (por
tanto, Γ es elemental), y consideremos la probabilidad µ = 1

2
δγ + 1

2
δγ−1 , el soporte

de µ entonces genera Γ grupo fuchsiano elemental.

Se verifica que ν = 1
2
δ1 + 1

2
δ−1 es µ-estacionaria, de hecho es invariante. Luego

ν(ω) = ν, el ı́tem 3 en la estrategia anterior falla. De hecho la caminata inducida es
exactamente la caminata simple Z que es recurrente, esto es, no existe z∞.

Contrariamente a este ejemplo, resulta que bajo las hipótesis del Teorema 3.2, si ν
es una medida estacionaria, esta no puede tener átomos. Este hecho jugará un rol
importante más adelante en la prueba del Teorema 3.2.
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Proposición 3.7. Sea µ una probabilidad en PSL(2,R) tal que su soporte genera
un subgrupo fuchsiano no elemental. Si ν es una medida µ-estacionaria, entonces ν
no tiene átomos.

Demostración. Por absurdo supongamos que ν tiene algún átomo. Llamemos por
A(µ) al conjunto de átomos de µ. Necesariamente

existe M = máx{µ(a) : a ∈ A(µ)} > 0,

pues o bien A(µ) es finito, o bien numerable pero para todo ε > 0 sólo hay finitos
átomos con masa mayor que ε ya que µ es una probabilidad.

Tomemos a ∈ A(µ) tal que µ(a) = M . Como ν es estacionaria,

M = ν(a) = µ ∗ ν(a) =
∑
γ

γ∗ν(a)µ(γ) =

=
∑
γ

ν(γ−1a)µ(γ) ≤M.

La última desigualdad es entonces una igualdad, lo que implica que

ν(γ−1a) = M para toda γ ∈ sop(µ).

Es decir que la órbita de a por sop(µ) está constituida de átomos con masa máxima,
por lo que es finita. Luego el subgrupo generado por sop(µ) fija un conjunto finito
de puntos, lo que implica que es elemental.

Empezamos lidiando con la existencia de medidas estacionarias.

Existencia de medidas estacionarias

Fijemos en esta sección la notación G = PSL(2,R) y X = D.

Teorema 3.8. Toda µ probabilidad en G admite una medida µ-estacionaria en X.

Demostración. Consideremos (zn)n una caminata al azar inducida por µ (ver defi-

nición 3.1). Definimos mn =
1

n

∑n
k=1 δzk .

Como X es compacto, (mn)n tiene subsucesiones convergentes en la topoloǵıa w∗.
La idea es ver que todo punto de acumulación de esta sucesión es una medida
estacionaria.

Para esto, consideramos el operador de Markov asociado a µ:

Pµ : C(X)→ C(X), tal que Pµ(f)(z) =

∫
G

f(gz)dµ(g).
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Consideramos también (Fn)n la filtración natural inducida por la caminata (zn)n.
El punto es el siguiente, fijemos f ∈ C(X)

(µ ∗mn −mn)(f) =

(∫
G

(g∗mn)(f)dµ(g)

)
− 1

n

n∑
k=0

f(zk) =

=

(∫
G

1

n

n∑
k=0

f(gzk)dµ(g)

)
− 1

n

n∑
k=0

f(zk) =

=
1

n

n∑
k=0

(Pµ(f)(zk)− f(zk)) .

Llamemos Uk = Pµ(f)(zk)− f(zk), y consideremos Mn =
∑n

k=0 Uk. Probaremos que

ĺım
n→+∞

Mn

n
= 0, casi seguramente.

Para esto usamos el teorema A.10. Notemos que:

? E(|Uk|) ≤ 2||f ||∞ < +∞, pues X es compacto.

? E(Pµ(f)(zk+1) | Fk) = E
(∫

G

f(gzk)dµ(g)

)
=

=

∫
G

E(f(gzk) | Fk)dµ(g) =

=

∫
G

f(gzk)dµ(g) = Pµ(f)(zk),

Por tanto (Mn)n es una martingala (ver ejemplo A.7).

? E(M2
n) = E

( n∑
k=0

Uk

)2
 ≤ nE

(
n∑
k=0

U2
k

)
≤ 3n2||f ||∞,

Luego Mn ∈ L2(Ω,P) para cada n ≥ 0. Por último tenemos

?

+∞∑
k=0

1

k2
E((∆nM)2) =

+∞∑
k=0

1

k2
E(U2

k ) ≤
+∞∑
k=0

1

k2
2||f ||∞ < +∞,

entonces podemos aplicar el teorema A.10 para concluir

ĺım
n→+∞

Mn

n
= 0, casi seguramente.

En términos de mn esto es

(µ ∗mn −mn)(f)→ 0 casi seguramente.

Como C(X) es separable, esto implica que

µ ∗mn −mn
w∗−→ 0 casi seguramente.

Por lo que cada punto de acumulación ν de (mn)n, satisface µ ∗ ν = ν.
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Convergencia de (γ1 . . . γn)∗ν

Resumimos el resultado a probar en el siguiente teorema. Para la prueba nos basamos
en [BL85] (ver Lema 2.1 caṕıtulo II). Recordemos que G = PSL(2,R) y X = D.

Teorema 3.9. Sea µ una probabilidad en G, y ν una medida µ-estacionaria en X.
Entonces ω-c.s. existe νω probabilidad en X tal que

(γ1(ω) . . . γn(ω))∗ν
n→+∞−−−−→ νω, y además

(γ1(ω) . . . γn(ω)γ)∗ν
n→+∞−−−−→ νω, para µ-ctp γ.

Demostración. Llamemos gn = γ1 . . . γn, y fijemos f ∈ C(X). Definimos

F (g) =

∫
X

f(gξ)dν(ξ) =

∫
X

f(η)d(g∗ν)(η) para todo g ∈ G.

Probaremos primero entonces que (F (gn))n converge c.s. De hecho, (F (gn))n es una
martingala acotada, en efecto consideremos Fn = σ(g1, . . . , gn)

E(F (gn+1) | Fn) =

∫
G

F (gng)dµ(g) =

=

∫
G

(∫
X

f(gngξ)dν(ξ)

)
dµ(g) =

=

∫
X

f(gnξ)d(µ ∗ ν)(ξ) =

=

∫
X

f(gnξ)dν(ξ) =

= F (gn).

Entonces por el teorema de convergencia de martingalas existe F̂ tal que

F (gn)
n→+∞−−−−→ F̂ c.s. y E(F̂ ) =

∫
X

fdν.

Para obtener

F (gnγ)
n→+∞−−−−→ F̂ , para γ µ-c.s. (3.1.1)

probamos que

+∞∑
k=1

|F (gkγ)− F (gk)|2 < +∞ µ-c.s. (3.1.2)

en efecto calculamos
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E

(∫
G

+∞∑
k=1

|F (gkγ)− F (gk)|2dµ(γ)

)
=

=
+∞∑
k=1

∫
G

E
(
|F (gkγ)− F (gk)|2

)
dµ(γ) =

=
+∞∑
k=1

E
(
|F (gk+1)− F (gk)|2

)
,

Pero

E
(
|F (gk+1)− F (gk)|2

)
=

= E
(
F (gk+1)2

)
+ E

(
F (gk)

2
)
− 2E (F (gk+1)F (gk)) =

= E
(
F (gk+1)2

)
+ E

(
F (gk)

2
)
− 2E (F (gk)E (F (gk+1) | Fk)) =

= E
(
F (gk+1)2

)
− E

(
F (gk)

2
)
,

por tanto

E

(∫
G

+∞∑
k=1

|F (gkγ)− F (gk)|2dµ(γ)

)
=

=
+∞∑
k=1

E
(
F (gk+1)2

)
− E

(
F (gk)

2
)

=

= ĺım
K→+∞

E
(
F (gK+1)2

)
− E

(
F (g1)2

)
< +∞,

pues f ∈ C(X).

Para finalizar la prueba del Teorema 3.9 notemos∫
X

fd(gn(ω)γ∗ν) = F (gnγ)
n→+∞−−−−→ F̂ (ω), ω-c.s. y γ-c.s. (3.1.3)

Como C(X) es separable (3.1.3) vale para toda f ∈ C(X). Tomemos entonces νω,γ
punto de acumulación de (gn(ω)γ∗ν)n, es claro que por (3.1.3), νω,γ = νω,γ′ por tanto

poniendo νω = νω,γ obtenemos (gn(ω)γ∗ν)n
w∗−→ νω.

Final de la prueba del Teorema 3.2

Llamemos gn = γ1 . . . γn, afirmamos que:

(?) (gn)n no es acotada c.s.
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En efecto, por el Teorema 3.9, ω-ctp existe νω tal que

gn(ω)∗ν
n→+∞−−−−→ νω, y (3.1.4)

(gn(ω)γ)∗ν
n→+∞−−−−→ νω, para γ-ctp respecto de µ. (3.1.5)

Fijemos un tal ω, probaremos que (gn(ω))n no es una sucesión acotada. Por absurdo,
si lo fuera podemos tomar una subsucesión convergente

gnk(ω)
k→+∞−−−−→ g ∈ G

Pero entonces (3.1.4) y (3.1.5) implican que para γ-ctp respecto de µ tenemos g∗ν =
νω = (gγ)∗ν. Luego γ∗ν = ν y concluimos que

µ({γ : γ∗ν = ν}) = 1.

En este caso ν seŕıa una medida invariante para la acción del subgrupo generado
por el soporte, que suponemos es no elemental. Por tanto tomando γ hiperbólica
tenemos ν = γn∗ ν, como la medida a la derecha converge débil a una medida atómica
(soportada en los puntos fijos de γ) concluimos que ν es atómica lo que es absurdo
(ver Proposición 3.7).

Para finalizar basta considerar (nk)k → +∞ tal que

gnk .z = gnk(ω).z = ξnk
αnk − z
1− αnkz

donde αk → α ∈ S1 y ξk → ξ ∈ S1

y ver que (gnk)∗ν
k→+∞−−−−→ δz∞(ω). Pues el ĺımite (gn)∗ν existe.

Para esto es clave la siguiente propiedad, denominada en la literatura como ‘con-
tractibilidad’ (ver [BL85] caṕıtulo II sección 3).

(4) Para cada ε, δ > 0 existe K ≥ 0 tal que

|z − α| > δ =⇒ |gnk .z − ξα| ≤ ε para todo k ≥ K.

dicha propiedad y el hecho que ν no tiene átomos (ver Proposición 3.7), implican
que (gnk)∗ν → δξα.

Prueba de (4). Simplemente calculamos

|gnk .z − ξα| =
|ξnk(αnk − z)− (1− αnkz)ξα|

|1− αnkz|
≤

≤ |ξnkαnk − ξα|+ |αnkξα− ξnk |
|1− αnkz|

,

donde usamos que |z| ≤ 1. Como αk → α y ξk → ξ concluimos.

Resulta entonces que existe una v.a. z∞ ∈ S1 tal que c.s.

(gn)∗ν = (γ1 . . . γn)∗ν
n→+∞−−−−→ δz∞ y entonces

gn.o
n→+∞−−−−→ z∞ para todo o ∈ D.

Lo que concluye la prueba del Teorema 3.2.
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3.2. Ejemplo de Kosenko

En esta sección veremos un ejemplo de caminata al azar en un grupo fuchsiano
cocompacto, cuya medida de salida es singular respecto de Lebesgue. El ejemplo es
debido a Kosenko, ver [Kos21]. Un resultado más preciso fue obtenido en [CLP21,
Teorema F].

Consideremos Γp,q el grupo fuchsiano asociado al teselado por poĺıgonos de p lados
a q por vértice (ver Ejemplo 2.17). Luego Γp,q es cocompacto y no elemental.

Tomemos Pp,q un poĺıgono fundamental para Γp,q. Supongamos que p es par (luego,
p ≥ 4) y llamemos c1, . . . , cp a los lados del poĺıgono. Para cada i = 1, . . . , p/2 existe
un único elemento hiperbólico hi tal que hi(ci) = ci+p/2−1. Recordemos que Γp,q es
generado por {h1, . . . , hp}.

Teorema 3.10 (Ejemplo de Kosenko).
Sea µ la probabilidad en Γp,q definida por µ(h±i ) = 1/2p para todo i = 1, . . . , p.
Entonces si p ≥ 4 es par y q ≥ 3 son tales que

2 arcosh

(
cos(π/q)

sen(π/p)

)
> log(2p) (3.2.1)

la medida µ-estacionaria es singular respecto de Lebesgue.

Observación 3.11.

La caminata inducida por µ en el Teorema 3.10 es la caminata simple. La
medida estacionaria existe (ver Teorema 3.2) y es la medida de salida de la
caminata (por tanto es única).

Las hipótesis (3.2.1) no es vaćıa, de hecho, no se verifica sólo en los casos
(p, q) = (4, 5), (4, 6), (4, 7), (6, 4), (8, 3), (10, 3).

Criterio de singularidad BHM

La prueba del Teorema 3.10 es una aplicación de un criterio de singularidad, para
enunciar dicho criterio hacemos las siguientes definiciones.

Definición 3.12. El volumen logaŕıtmico de un grupo fuchsiano Γ es

v = ĺım sup
n

1

n
log (#{g ∈ Γ : d(o, g.o) ≤ n})

A modo de ejemplo tenemos

Lema 3.13. Para todo grupo fuchsiano cocompacto tenemos v = 1.

Demostración. Tomemos P poĺıgono fundamental, y o un punto interior de P . Lla-
memos BR = {g : d(o, g) ≤ R}, y CR = {g : gP ∩ D(o,R) 6= ∅}. Es claro que
BR ⊂ CR.
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Si D es el diámetro de P y R > D tenemos

D(o,R−D) ⊂
⋃
g∈BR

gP ⊂
⋃
g∈CR

gP ⊂ D(o,R +D),

tomando áreas

Área(D(o,R−D)) ≤ #BRÁrea(P ) ≤ #CRÁrea(P ) ⊂ Área(D(o,R +D)).

Usando (1.1.2), tenemos Área(D(o,R±D)) = 2π(cosh(R±D)− 1) = O(eR), luego
#BR = O(R) y concluimos v = 1.

Definición 3.14. Si µ es una probabilidad en Γ fuchsiano, consideremos (gn)n ca-
minata asociada y llamaremos Fµ(g, h) = Pg(gn = h para algún n). La medida de
Green asociada a µ es

dµ(g, h) = − log(Fµ(g, h)).

Por propiedades de dicha métrica y referencias, ver [BHM11]. En particular el Teo-
rema 1.5 que simplificamos para esta exposición:

Teorema 3.15. Sea Γ grupo fuchsiano cocompacto y no elemental. Consideremos
una probabilidad µ en Γ con momento exponencial, simétrica y tal que su soporte
genera Γ. Llamemos ν a la medida µ-estacionaria correspondiente. Son equivalentes

1. ν y LebS1 son equivalentes (ν � LebS1 y LebS1 � ν).

2. Existe C > 0 tal que |vd(e, g)− dµ(e, g)| ≤ C para todo g ∈ Γ.

La idea es ver que el ı́tem 2 del Teorema 3.15 no se satisface en las hipótesis del
Teorema 3.10, por tanto, la medida de salida es singular respecto de Lebesgue (i.e.
no se satisface el ı́tem 1).

Demostración del Teorema 3.10

Recordar las hipótesis del Teorema 3.10, y que tenemos Γp,q = 〈h1, . . . , hp〉 donde hi
es un elemento hiperbólico que manda el lado ci en ci+p/2.

Dado k ≥ 1 queremos calcular dµ(e, hki ), por definición

Fµ(e, hki ) = Pe(gn = hki , para algún n) ≥

≥ Pe(γ1 = hi, . . . , γk = hi) =

= µ(hi)
k =

(
1

2p

)k
.
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Por tanto,

dµ(e, hki ) = − log(Fµ(e, hki )) ≤ k log(2p).

Por otro lado v = 1 ya que Γp,q es cocompacto y entonces si l(hi) es el largo de
traslación de hi

vd(o, hki .o))− dµ(e, hki ) ≥ kl(hi) + k log(2p)

= k(l(hi) + log(2p)).

Para ver que el ı́tem 3 del Teorema 3.15 no se satisface basta probar por lo anterior
que tenemos l(hi) + log(2p) > 0.

Lema 3.16. Para cada i = 1, . . . , p tenemos l(hi) = 2 arcosh

(
cos(π/q)

sen(π/p)

)
.

Demostración. Fijemos o punto de intersección de las geodésicas perpendiculares a
lados opuestos. Dada una de estas geodésicas tomemos A punto de intersección con
alguno de los lados y B vértice en este mismo lado. El triángulo ABo tiene ángulos
π/2, π/p y π/q. Claramente l(hi) es dos veces la longitud de Ao. Calculamos la
longitud de Ao con la ley del coseno hiperbólico, de este modo obtenemos la cantidad

arcosh

(
cos(π/q)

sen(π/p)

)

La condición (3.2.1) es exactamente entonces l(hi) + log(2p) > 0, lo que termina la
demostración del Teorema 3.10.
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Caṕıtulo 4

Discretización y momento
exponencial

Sabemos que una probabilidad µ en un grupo fuchsiano tiene asociada una medida ν
en S1 que es µ-estacionaria (bajo hipótesis poco restrictivas, ver sección 3.8, en par-
ticular el Teorema 3.8). Dicha medida nos da información sobre el comportamiento
asintótico de la caminata al azar con ley µ (ver Teorema 3.2). En este sentido re-
cientemente en [GL23] se demuestra que para ciertas caminatas grupos de Schottky
(ver Definición 2.6) la medida estacionaria es singular respecto de Lebesgue.

El resultado de [GL23] apunta hacia la dirección de la siguiente conjetura

Conjetura. (Kaimanovich-LePrince, [KLP11]).
Si µ es una probabilidad en SL(2,R) de soporte finito, tal que su soporte genera un
grupo fuchsiano entonces la distribución de la caminata asociada es singular respecto
de la medida de Lebesgue.

En este trabajo miramos la otra cara del problema. Fijado un grupo fuchsiano ¿puede
ser la medida de Lebesgue2 la distribución de salida de una caminata en dicho grupo?

En este sentido una restricción evidente es el conjunto ĺımite del grupo, en efecto,
si éste no coincide con S1 no es posible la existencia de una tal medida (ver Defi-
nición 2.9 y la Observación 3.3). En este trabajo nos restringimos al caso fuchsiano
cocompacto, que como sabemos tiene conjunto ĺımite S1 (ver Proposición 2.10).

El Teorema principal de este trabajo demuestra que para un grupo fuchsiano co-
compacto, podemos construir una medida µ para la cual Lebesgue es estacionaria,
y de manera que µ tiene momento exponencial finito (ver Teorema 4.1). En otras
palabras si bien no es claro que se pueda conseguir µ de soporte finito (ver la con-
jetura previa), śı se puede conseguir de manera que dé muy poco peso a elementos
grandes.

2O una medida equivalente en el sentido de la teoŕıa de la medida.
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El Teorema principal

Teorema 4.1 (Discretización con momento exponencial finito).
Para todo grupo fuchsiano cocompacto Γ y o ∈ H, existe una probabilidad µ en Γ
tal que la medida visual νo es µ-estacionaria. Además µ tiene momento exponencial
finito, i.e.,

existe ε > 0 tal que,
∑
γ∈Γ

exp(ε dist(o, γ.o))µ(γ) < +∞. (4.0.1)

Demostraremos este teorema por un método de discretización del Movimiento Brow-
niano en H. Este método se describe con detalle en el Caṕıtulo 6, luego en el Caṕıtulo
7 unimos todas las piezas para finalizar la prueba del Teorema 4.1.

El método de discretización fue introducido por Furstenberg en [Fur71]. En este
art́ıculo Furstenberg prueba la existencia de la medida µ (para subgrupos discretos
de SL(d,R) de volumen finito, denominados látices) y consigue sólo primer momento,
esto es,

∑
γ∈Γ dist(o, γ.o)µ(γ) < +∞.

El problema que Furstenberg resuelve en dicho art́ıculo es un problema de rigidez,
la cuestión era saber si un látice Γ de SL(2,R) puede serlo también en SL(d,R) para
d ≥ 3. Esencialmente el argumento es si Γ es un látice de SL(d,R) la médida µ
permite identificar cierta frontera (la frontera de Poisson) de Γ con la de SL(d,R).
Como resulta que las fronteras de SL(2,R) y SL(d,R) no son identificables se conclu-
ye. Remitimos a [Fur71] por los detalles, también comentamos que dicho problema
fue resuelto más o menos simultáneamente por medio de la propiedad T de Kazdhan.

El método de discretización fue retomado y generalizado a otras variedades en Lyons-
Sullivan [LS84]. En este art́ıculo los autores prueba que existe la medida µ y también
se puede deducir de sus argumentos el momento exponencial finito (Ver también Kai-
manovich [Kai92], en particular la sección ‘remarks’ al final). Art́ıculos más recientes
en este sentido son Ballmann-Ledrappier [BL96] y Ballmann-Polymerakis [BP21].

Li [LNP21, Teorema A.1] demostró el Teorema 4.1 en el caso que Γ es convexo-
cocompacto y ν la medida de Patterson-Sullivan. La motivación de este trabajo
es intentar probar el teorema de Li discretizando una modificación del Browniano
introducida por Sullivan en [Sul79].

Con la existencia de µ con momento exponencial finito Li prueba (ver Corolario
1.8 en [Li18]) la convergencia a cero de los coeficientes de Fourier de la medida de
Patterson-Sullivan, un resultado notable sobre la regularidad de dicha medida.

En el caso convexo-cocompacto la existencia y primer momento finito fueron proba-
das previamente Por Connell-Muchnik ver [CM07b] y [CM07a]
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Caṕıtulo 5

Movimiento Browniano en H

En este caṕıtulo definimos y presentamos algunas propiedades básicas del Movimien-
to Browniano en H. Para este trabajo, en particular para la prueba del Teorema 4.1,
es de relevancia la sección 5.5, donde probamos el momento exponencial del diáme-
tro para el browniano en H (ver proposición 5.13). Referencias para este caṕıtulo
son [Hsu02], [Pra71], [Pra75] y [FLJ12].

5.1. Núcleo del calor en H

La idea es definir el Movimiento Browniano en H dando expĺıcitamente sus proba-
bilidades de transición mediante el núcleo del calor (comparar con ??).

En esta sección definimos el núcleo del calor en H. Por referencias ver [Hsu02] y
[Bus92].

Dada u ∈ C2(H) su laplaciano (en la métrica hiperbólica) es

∆u(x+ iy) = y2

(
∂2u

∂x2
(x+ iy) +

∂2u

∂y2
(x+ iy)

)
.

Teorema 5.1 (Núcleo del calor).
Existe una única solución fundamental a la ecuación del calor en H, esto es, existe
una única función p : (0,+∞)×H×H→ R tal que:

1. Es estrictamente positiva y de clase C∞.

2. Satisface la ecuación del calor:
1

2
∆p(t, z, w) =

∂p

∂t
(t, z, w), para todo w ∈ H.

3. ĺım
t→0

∫
H
p(t, z, w)f(z)dz = f(w) para todo w ∈ H, f ∈ Cb(H).

Donde, en el ı́tem 3, Cb(H) = {f : H→ R : f es continua y acotada}.

Demostración. Ver Teorema 4.1.4 de [Hsu02]. Notar que alĺı se habla de ‘minimal
heat kernel’, esto es debido a que para variedades en general no hay unicidad y
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las probabilidades de transición para el browniano están dadas por este núcleo. Sin
embargo, en el caso de H śı tenemos unicidad ya que H es completo y tiene curvatura
constante, ver caṕıtulo VIII de [Cha84], en particular el Teorema 4 alĺı. Se pueden
dar fórmulas “expĺıcitas” para el núcleo del calor, ver [Cha84] caṕıtulo X o [Bus92]
caṕıtulo 7.

Lema 5.2. El núcleo del calor en H, p : (0,+∞)×H×H→ R satisface

1. p(t, x, y) = p(t, y, x), para todo t ≥ 0, y x, y ∈ H

2. p(t+ s, x, y) =

∫
H
p(t, x, z)p(s, z, y)dz, para todos t, s ≥ 0, x, y ∈ H.

3.

∫
H
p(t, x, y)dy = 1 para todo t ≥ 0, x ∈ H.

4. p(t, gx, gy) = p(t, x, y) para todo t ≥ 0, y x, y ∈ H, y toda g ∈ Isom(H).

Demostración. Ver también el Teorema 4.1.4 de [Hsu02].

Lema 5.3. Existe C > 0 tal que

p(t, x, y) ≤ C

t
exp

(
−dist(x, y)2

4t

)
para todos x, y ∈ H, y t ≥ 0 (5.1.1)

Demostración. Ver Teorema 3.1 en [DM88].

Corolario 5.4.∫
H\B(x,r)

p(t, x, y)dy ≤ C exp

(
−r2

4t

)
(5.1.2)

5.2. Definición del Movimiento Browniano en H

En esta sección p : (0,+∞) × H × H → R denotará el núcleo del calor en H (ver
sección 5.1). El siguiente teorema define lo que llamaremos Movimiento Browniano
en H.

Teorema 5.5 (Movimiento browniano en H).
Existe un proceso de Markov (Xt)t≥0 en H continuo y tal que

P(Xt ∈ E | X0) =

∫
E

p(t,X0, y)dy, para todo E ⊂ H boreleano. (5.2.1)

Llamamos Movimiento Browniano en H a cualquier proceso de Markov (Xt)t≥0 que
satisface 5.2.1.
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Demostración. Consideremos el núcleo del calor p : (0,+∞) × H × H → R (ver
Teorema 5.1). Definimos el semigrupo del calor (Pt)t≥0 como:

P0 = Id,

Ptf(x) =

∫
H
f(y)p(t, x, y)dy para toda f ∈ B(H), y t > 0,

donde B(H) = {f : H→ R : f medible borel y acotada}. Debemos probar, tenien-
do en cuenta el Teorema A.34, que (Pt)t≥0 tiene las siguientes propiedades

1. Pt1 = 1, para todo t ≥ 0.

2. Pt es un operador acotado en B(H) tal que ||Pt|| = 1, para todo t ≥ 0.

3. Pt+s = PsPt = PtPs, para todos t, s ≥ 0.

4. f ≥ 0 =⇒ Ptf ≥ 0, para todo t ≥ 0.

5. PtC0(H) ⊂ C0(H), para todo t ≥ 0.

6. ||Ptf − f ||∞
t→0−−→ 0, para toda f ∈ C0(H).

7. ĺım
t→0

Pt1B(x,ε)c(x)

t
= 0, para todo x ∈ H, y ε > 0.

Prueba de 1. Es otra forma de enunciar el ı́tem 3 del lema 5.2. �

Prueba de 2. Para cada t ≥ 0 es claro que Pt es lineal en B(H). Además dada
f ∈ B(H) por el lema 5.2 y que p > 0, concluimos

|Ptf(x)| ≤ ||f ||∞, entonces ||Ptf ||∞ ≤ ||f ||∞ para toda f ∈ B(H).

Luego no sólo Pt es un operador acotado, si no que además ||Pt|| ≤ 1. De hecho por
el ı́tem 7 arriba, ||Pt|| = 1. �

Prueba de 3. Es una consecuencia del ı́tem 2 del lema 5.2 y Fubini. �

Prueba de 4. Inmediato ya que p > 0. �

Prueba de 5. Fijemos t ≥ 0 y f ∈ C0(H). Dado ε > 0 existe K ⊂ H compacto tal
que |f(y)| ≤ ε para todo y ∈ H \K.

Por otro lado el corolario 5.4 implica que existe r > 0 (que depende sólo de ε, t > 0)
tal que∫

H\B(x,r)

p(t, x, y)dy ≤ ε, para todo x ∈ H.
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Consideremos entonces el compacto K ′ = {x ∈ H : dist(x,K) ≤ r}, tenemos que si
x ∈ H \K ′

|Ptf(x)| =
∣∣∣∣∫
H
p(t, x, y)f(y)dy

∣∣∣∣ ≤
≤
∫
H\B(x,r)

p(t, x, y)|f(y)|dy +

∫
B(x,r)

p(t, x, y)|f(y)|dy ≤

≤ ||f ||∞
∫
H\B(x,r)

p(t, x, y)dy + ε

∫
B(x,r)

p(t, x, y)dy ≤

≤ (||f ||∞ + 1)ε.

De donde concluimos Ptf ∈ C0(H) �

Prueba de 6. Fijemos f ∈ C0(H) y ε > 0. Dado x ∈ H tenemos por el ı́tem 3 del
lema 5.2 que

|Ptf(x)− f(x)| =
∣∣∣∣∫
H
p(t, x, y)f(y)dy − f(x)

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∫
H
p(t, x, y)(f(y)− f(x))dy

∣∣∣∣ ≤
≤
∫
H
p(t, x, y)|f(y)− f(x)|dy.

Ahora, como f es uniformemente continua, existe δ > 0 tal que dist(x, y) ≤ δ implica
|f(x)− f(y)| ≤ ε. Además el corolario 5.4 implica que:

Existe t0 > 0 tal que

∫
H\B(x,δ)

p(t, x, y)dy ≤ ε, para todo 0 ≤ t ≤ t0.

Combinando ambas desigualdades obtenemos

|Ptf(x)− f(x)| ≤
∫
H\B(x,δ)

p(t, x, y)|f(y)− f(x)|dy +

+

∫
B(x,δ)

p(t, x, y)|f(y)− f(x)|dy ≤

≤ (2||f ||∞ + 1)ε para todo x ∈ H.

Por tanto ||Ptf − f ||∞ ≤ (2||f ||∞ + 1)ε para todo 0 ≤ t ≤ t0 �

Prueba de 7. Notemos primero que dado x ∈ H y ε > 0,

ĺım
t→0

Pt1B(x,ε)c(x)

t
= ĺım

t→0

1

t

∫
H\B(x,ε)

p(t, x, y)dy = 0,

por el corolario 5.4. �
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Observación 5.6. Una consecuencia del teorema precedente es que dada ν una
probabilidad en H el núcleo del calor define una medida de Borel en C([0,+∞),H)
dada por

Pν(E) = P((Xt)t≥0 ∈ E), y

Eν(f) = E(f((Xt)t≥0 ))

donde (Xt)t≥0 es un browniano tal que X0 ∼ ν.

Cuando ν = δx con x ∈ H decimos que el Movimiento Browniano comienza en x y
denotamos Px = Pδx y Ex = Eδx .
Por último notemos que si X0 = x c.s. entonces (Xt)t≥0 es un Movimiento Browniano
en H si y sólo si

P(Xt ∈ E) =

∫
E

p(t, x, y)dy para todo t ≥ 0.

El siguiente lema permite reducir la prueba de ciertas propiedades del Movimiento
Browniano al caso en que dicho proceso parte de un punto arbitrario pero determi-
nado.

Lema 5.7. Dado E boreleano de C([0,+∞), S) tenemos que el mapa x → Px(E)
es medible y

Pν(E) =

∫
H
Px(E)dν(x) para toda probabilidad ν en H. (5.2.2)

Demostración. Ver Caṕıtulo 4, Proposición 1.2 [EK86].

5.3. Propiedades básicas

Empezamos con una propiedad clave que es la de Markov fuerte, ver sección A.5.2.

Proposición 5.8. Un Movimiento Browniano (Xt)t≥0 en H tiene la propiedad de
Markov fuerte, esto es, dado τ tiempo de parada c.s. finito tenemos que el proceso
(Xt+τ )t≥0 es un Movimiento Browniano en H independiente de Fτ .
En particular

Ex(f((Xt+τ )t≥0) | Fτ ) = EXτ (f) para todo x ∈ H. (5.3.1)

Demostración. Que satisface la propiedad de Markov fuerte es consecuencia del
Teorema 5.5 y de la Proposición A.37. Luego la fórmula 5.2.1 es exactamente A.5.7
para el proceso (Xτ+t)t≥0, por lo que este último es un Movimiento Browniano en
H. La fórmula 5.3.1 es también parte del Teorema A.5.7.

Proposición 5.9. Para toda g ∈ Isom(H), (gXt)t≥0 es un Movimiento Browniano.
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Demostración. Verificamos la fórmula (5.2.1). Tenemos

P(gXt ∈ E | gX0) = P(Xt ∈ g−1E | X0) =

=

∫
g−1E

p(t,X0, y)dy =

=

∫
E

p(t,X0, g
−1y)dy =

=

∫
E

p(t, gX0, y)dy.

Donde la última igualdad es consecuencia del ı́tem 4 en la Proposición 5.2.

Proposición 5.10. El Movimiento Browniano en H comenzando en i = (0, 1) ∈ H
es la única solución (Xt)t≥0 a la ecuación diferencial estocástica

dXt =

(
yt 0
0 yt

)
dBt, donde Xt = xt + iyt. (5.3.2)

Expĺıcitamente, si Bt = (B
(1)
t , B

(2)
t )

Xt =

∫ t

0

exp(B(2)
s − s)dB(1)

s + i exp(B
(2)
t − t). (5.3.3)

Demostración. Primero observamos que existe una única solución a la ecuación di-
ferencial estocástica 5.3.2 (ver Teorema 7.1, Caṕıtulo 2 §7 en [Bor17]). Basta probar
(ver la observación 5.6) que dicha solución tiene probabilidades de transición dadas
por

Pi(Xt ∈ E) =

∫
E

p(t, i, w)dw, para todo t ≥ 0 y E boreleano en H,

o equivalentemente que

Ei(f(Xt)) =

∫
p(t, i, w)f(w)dw, para todo t ≥ 0 y f ∈ Cb(H). (5.3.4)

Con este fin, fijemos f ∈ Cb(H) y consideremos u(t, z) =
∫
H p(t, z, w)f(w)dw. Por

la fórmula de Itô (ver Teorema 4.4, Caṕıtulo II §2 en [Bor17]. También notar el
‘Remark’ 4.3):

u(t− s,Xs)− u(t,X0) =− ∂u(t− s,Xs)

∂s
ds+

1

2
∆u(t− s,Xs)ds+

+
∂u(t− s,Xs)

∂x
ysdB

(1)
s +

∂u(t− s,Xs)

∂y
ysdB

(2)
s .

Como u es solución a la ecuación del calor, i.e.

∂u(t, x)

∂s
=

1

2
∆u(t, x), para todos t ≥ 0 y x ∈ H,
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concluimos:

u(t− s,Xs)− u(t, i) =
∂u(t− s,Xs)

∂x
ysdB

(1)
s +

∂u(t− s,Xs)

∂y
ysdB

(2)
s ,

y por tanto el proceso (u(t− s,Xs))s∈[0,t] es una martingala (es una martingala local
por la Proposición 3.2, Caṕıtulo 2 en [EK86] y una martingala local acotada es una
martingala). Esto implica en particular que

Ei(f(Xt)) = u(t, i) = Ei(u(t− s,Xs)), para todo s ∈ [0, t].

Por último afirmamos que

(?) u(t− s,Xs)
s→t−−→ f(Xt) c.s.

de donde por convergencia dominada se concluye la igualdad (5.3.4).

Para probar (?) notemos que

|u(t− s,Xs)− f(Xt)| = |Pt−sf(Xs)− f(Xt)| ≤

≤ |Pt−sf(Xs)− f(Xs)|+ |f(Xs)− f(Xt)| ≤

≤ ||Pt−sf − f ||∞ + |f(Xs)− f(Xt)|,

el término a la izquierda tiende a cero cuando s→ t pues (Pt)t≥0 es un C0-semigrupo
(ver prueba del Teorema 5.5), mientras que el término a la derecha tiende a cero
cuando s→ t ya que (Xt)t≥0 es c.s. continuo al ser solución de (5.3.2) (ver Caṕıtulo
2 §7 en [Bor17]).

5.4. No recurrencia y velocidad

Proposición 5.11. El Movimiento Browniano en H es no recurrente.

Demostración. Basta probar el resultado suponiendo que X0 = i. Con la notación
de la proposición 5.3.2 resulta log(yt) = Bt − t, donde (Bt)t≥0 es un browniano en

R. Como
Bt

t

t→∞−−−→ 0 c.s. (ver proposición A.19), resulta
log(yt)

t

t→+∞−−−−→ −1 c.s., y

por tanto yt
t→+∞−−−−→ 0 c.s.

El siguiente resultado fue probado por Prat con mayor generalidad en [Pra75] (ver
también [Pra71]).

Teorema 5.12 (Prat).
Sea (Xt)t≥0 Movimiento Browniano en H, tenemos

ĺım
t→+∞

dH(X0, Xt)

t
= 1, casi seguramente. (5.4.1)
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Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que X0 = i y llamemos
rt = d(i,Xt) (en la literatura este es denominado proceso radial, ver por ejemplo
[Hsu02]).

Por la fórmula de Itô, existe (Bt)t≥0 Movimiento Browniano en R, tal que

rt = Bt +

∫ t

0

coth(rs)ds ≥ Bt + t,

de donde

ĺım inf
d(i,Xt)

t
= ĺım inf

rt
t
≥ 1. (5.4.2)

Ahora fijemos k > 0, sea Rk tal que 1 < coth(r) < 1 + 1
k

para todo r ≥ Rk. La
desigualdad 5.4.2 implica que casi seguramente existe Tk ≥ 0 tal que

rt ≥ Rk, para todo t ≥ Tk.

Luego para todo t ≥ Tk

rt ≤ Bt +

∫ Tk

0

coth(rs)ds+ (t− Tk)(1 +
1

k
),

de donde ĺım sup
rt
t
≤ 1 + 1

k
. Como k > 0 es arbitrario,

1 ≤ ĺım inf
rt
t
≤ ĺım sup

rt
t
≤ 1.

5.5. Momento exponencial del diámetro

En esta sección probamos el momento exponencial del diámetro para el Movimien-
to Browniano en H. Este resultado técnico es de particular para este trabajo, en
particular para la prueba del Teorema 4.1. El enunciado es el siguiente

Proposición 5.13. Sea (Xt)t≥0 un Movimiento Browniano en H, y denotemos por
Dt = diám{Xs : s ∈ [0, t]}. Existe δ > 0 tal que

E
(
eδDt

)
< +∞

Para la prueba haremos uso de la siguiente desigualdad

Lema 5.14. Sea x+ iy ∈ H, tenemos

distH(i, x+ iy) ≤ | log(y)|+ log(2|x|+ 1)
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Demostración.

distH(i, x+ iy) ≤ distH(x+ i, x+ iy) + distH(i, x+ i) =

= | log(y)|+ log(|x|+
√
x2 + 1) ≤

≤ | log(y)|+ log(2|x|+ 1).

Demostración de la Proposición 5.13.

Observamos primero que

E
(
eδDt

)
=

∫ +∞

0

P(eδDt ≥ w)dw =

=

∫ +∞

−∞
P(Dt ≥ u)ueδudu.

Por esto, basta ver que la cola de la distribución de Dt es subexponencial.

Supongamos sin pérdida de generalidad que X0 = i y consideremos Xt = xt + iyt
como en la proposición 5.10. Tenemos

P (Dt ≥ 4R) ≤ P (máx{d(i,Xs) : s ∈ [0, t]} ≥ 2R) ≤

≤ P(máx{| log(ys)|+ log(2|xs|+ 1) : s ∈ [0, t]} ≥ 2R) ≤

≤ P(máx
s∈[0,t]

{| log(ys)|}+ máx
s∈[0,t]
{log(2|xs|+ 1)} ≥ 2R) ≤

≤ P(máx
s∈[0,t]

{| log(ys)|} ≥ R) + P(máx
s∈[0,t]

{log(2|xs|+ 1)} ≥ R).

Donde la primera desigualdad está dada por la desigualdad triangular:

Dt ≤ 2 máx{d(X0, Xs) : s ∈ [0, t]},
y la segunda desigualdad por el lema 5.14.

Por un lado

P
(

máx
s∈[0,t]

{| log(ys)|} ≥ R

)
= P

(
máx
s∈[0,t]

{|B(2)
s − s|} ≥ R

)
decae subexponencialmente con R por la proposición A.27.

Por otro lado

P
(

máx
s∈[0,t]

{log(2|xs|+ 1)} ≥ R

)
= P

(
máx
s∈[0,t]

{|xs|} ≥ eR/2− 1

)
Al ser (xt)t≥0 una martingala continua, la desigualdad de Doob (ver Teorema A.14)
implica

P
(

máx
s∈[0,t]

{|xs|} ≥ eR/2− 1

)
≤ E(x2

t )

(eR/2− 1)2
≤ Ct exp(−R/2)

R
.
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5.6. Medida armónica

En esta sección trabajaremos en el modelo del disco. El browniano en D se cons-
truye de igual manera que en H (ver sección 5.2). Esto es equivalente a la siguiente
definición.

Definición 5.15. Un proceso estocástico (Xt)t≥0 en D es un Movimiento Browniano
si (φ(Xt))t≥0 es un browniano en H donde φ : D→ H es cualquier isometŕıa.

Proposición 5.16. Para (Xt)t≥0 browniano en D existe casi seguramente

X∞ = ĺım
t→+∞

Xt ∈ ∂D.

Demostración. Sabemos que si f : D → R es armónica entonces (f(Xt))t≥0 es una
martingala. En particular

(Re(Xt))t≥0 y (Im(Xt))t≥0

son martingalas acotadas, por tanto, el teorema de convergencia de martingalas (ver
Teorema A.15) implica que existen casi seguramente los ĺımites

ĺım
t→∞

Re(Xt) y ĺım
t→+∞

Im(Xt).

Luego casi seguramente existe X∞ = ĺımt→+∞Xt = ĺımt→∞Re(Xt) + iIm(Xt) como
se queŕıa demostrar.

Definición 5.17 (Medida armónica). Dado z ∈ D definimos νz probabilidad en ∂D
como

νz(E) = Pz(X∞ ∈ E), para todo boreleano E ⊂ ∂D. (5.6.1)

Proposición 5.18. La medida armónica νz es la medida visual definida en 1.21

Demostración. Esto es simplemente notar que primero la invariancia por isometŕıas
del Movimiento Browniano en D implica que ν0 es la medida de Lebesgue en S1.
Luego tomando g isometŕıa que lleva 0 a z ∈ D cualquiera, usando otra vez la
invariancia por isometŕıas tenemos

νz(E) = P0(g.Xt ∈ E) =

= Leb(g−1E) =

= g∗Leb(E).

Concluimos usando la Proposición 1.22.
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5.7. Medida de barrido

Dado E ⊂ D cerrado definimos el tiempo de parada

τE = ı́nf{t ≥ 0 : Xt ∈ E}.

Definición 5.19 (Medida de barrido). Dado un conjunto cerrado E ⊂ D definimos
la medida de barrido de z en E como

βz,E(A) = Pz(XτE ∈ A, τE < +∞) para todo boreleano A ⊂ E.

La imagen detrás del nombre es que ‘barremos’ la medida δz hasta E. Una propiedad
clave es la siguiente

Proposición 5.20. Si E es cerrado y z ∈ Ec es tal que Pz(τE < +∞) = 1, la
función z → βz,E(A) es armónica en la componente conexa que contiene a Ec para
todo boreleano A ⊂ E.

Para la prueba de esta proposición empezamos con un lema

Lema 5.21. Sea E cerrado, la función hE(z) = Pz(τE < +∞) es armónica en Ec.

Demostración. Sea B una bola tal que B ⊂ Ec, basta ver que hE es armónica en
B. Llamemos D = ∂B, por la propiedad de Markov fuerte (ver proposición 5.8),
tenemos para z ∈ B que

hE(z) = Pz(τE < +∞)

= Ez(1{τE<+∞}) =

= Ez(Ez(1{τE<+∞} | FτD)) =

= Ez(EXτD (1{τE<+∞})) =

= Ez(hE(XτD)).

Consideremos ahora la única solución u : B(z, δ)→ R al problema de Dirichlet{
∆u = 0
u(w) = hE(w) para w ∈ ∂B(z, δ)

Como ∆u = 0 implica ∆Du = 0, tenemos que (u(Xt∧τD))t≥0 es una martingala.
Luego el teorema de parada opcional (ver Teorema A.13) implica

u(z) = u(X0) = Ez(u(Xt∧τD)) para todo t ≥ 0. (5.7.1)

Como Pz(τD < +∞) = 1 y u es acotada, por convergencia dominada

u(z) = Ez(u(XτD)) = Ez(hE(XτD)) = hE(z). (5.7.2)

Esta igualdad es válida para cada z ∈ B por lo que u = hE en B, y por tanto hE es
armónica.
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Demostración de la proposición 5.20. Por el lema anterior y el principio del máximo
implican que Pw(τE < +∞) = 1 para todo w en la componente conexa de Ec que
contiene a z.

Llamemos U a dicha componente conexa, tomemos ahora B una bola tal que B ⊂ U ,
denotemos por C = ∂B. Basta ver que u(w) = βw,E(A) es armónica en B.

Tomemos entonces w ∈ B, por la propiedad de Markov fuerte (ver Proposición 5.8),

u(w) = Pw(XτE ∈ A) =

= Ew(1{XτE∈A}) =

= Ew(Ew(1{XτE∈A} | FτC )) =

= Ew(EXτC (1{XτE∈A})) =

= Ew(u(XτC )).

El mismo argumento utilizado en el lema previo muestra que u es armónica en B.

Corolario 5.22. Dado o ∈ D y 0 < r < R, existe C > 0 tal que

1

C
≤
dβx,∂B(o,R)

dβy,∂B(o,R)

(z) ≤ C

para todos x, y ∈ B(o, r) y z ∈ ∂B(o,R).

Demostración. Por la Proposición 5.20 sabemos que la función z → βz,E(A) es
armónica, donde E = B(o,R) y A ⊂ E es un boreleano cualquiera. Luego por la
desigualdad de Harnack (Teorema 1.31) existe C > 0 tal que

1

C
βy,E(A) ≤ βx,E(A) ≤ Cβy,E(A). (5.7.3)

Como C > 0 no depende de A concluimos el corolario.

5.8. Movimiento Browniano en H�Γ

Fijemos en lo que sigue Γ grupo fuchsiano cocompacto sin elementos eĺıpticos, de

esta manera H�Γ es una superficie compacta. Más aún, H�Γ hereda una métrica de

H y una medida de área. Denotamos por π : H→ H�Γ al mapa cociente.

Definiremos de manera análoga al caso de H a qué nos referiremos por Movimiento

Browniano en H�Γ (ver sección 5.2), a modo de motivación empezamos con la
siguiente observación

Observación 5.23. Una propiedad deseable es que si (Xt)t≥0 es un browniano en

H entonces (π(Xt))t≥0 sea un browniano en H�Γ. Por otro lado fijemos un boreleano

E ⊂ H�Γ, y pongamos π−1(E) =
⋃
g gẼ, donde la unión es disjunta.
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Px(π(Xt) ∈ E) = Px(Xt ∈ π−1(E))

=

∫
π−1(E)

p(t, x, y)dy =

=
∑
g∈Γ

∫
gẼ

p(t, x, y) =

=
∑
g∈Γ

∫
Ẽ

p(t, x, gy) =

=

∫
Ẽ

∑
g∈Γ

p(t, x, gy),

esto nos da el candidato a núcleo del calor en H�Γ.

Teorema 5.24 (Núcleo del calor en H�Γ ).

Existe una única solución fundamental a la ecuación del calor en H�Γ, esto es, existe

una única función pΓ : (0,+∞)×H�Γ×
H�Γ→ R tal que:

1. Es estrictamente positiva y de clase C∞.

2. Satisface la ecuación del calor:
1

2
∆pΓ(t, p, q) =

∂p

∂t
(t, p, q), q ∈ H�Γ.

3. ĺım
t→0

∫
H�Γ

pΓ(t, p, q)f(p)dp = f(q) para todo q ∈ H�Γ, f ∈ Cb
(
H�Γ

)
.

Además, si p : (0,+∞)×H×H→ R es el núcleo del calor en H, entonces

pΓ(t, p, q) =
∑
g∈γ

p(t, x, gy), donde π(x) = p, π(y) = q. (5.8.1)

Demostración. Comparar con el Teorema 5.1 y ver las referencias alĺı dadas. Por la
fórmula (5.8.1) ver el Teorema 7.5.11, caṕıtulo 7 §5 de [Bus92].

Teorema 5.25 (Movimiento browniano en H�Γ).

Existe un proceso de Markov (Mt)t≥0 en H�Γ continuo y tal que

P(Mt ∈ E | M0) =

∫
E

pΓ(t,X0, y)dy, para todo E ⊂ H�Γ boreleano. (5.8.2)

Llamamos Movimiento Browniano en H�Γ a cualquier proceso de Markov (Mt)t≥0

que satisface 5.8.2.

Demostración. Comparar con el Teorema 5.5. De hecho la prueba se simplifica de-

bido a que H�Γ es compacta.
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Notar que ahora que este Teorema sumado a la observación 5.23 implican,

Proposición 5.26. Sea (Xt)t≥0 un Movimiento Browniano enH, entonces el proceso

(π(Xt))t≥0 es un Movimiento Browniano en H�Γ.

Además vale la siguiente fórmula

Px(Xt ∈ π−1(E)) = Pπ(x)(π(Xt) ∈ E), para todo E ⊂ H�Γ, boreleano. (5.8.3)
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Caṕıtulo 6

Discretización del Movimiento
Browniano

Como anunciamos, en este caṕıtulo presentamos el método de discretización del
Movimiento Browniano. Resumimos su contenido en el siguiente lema, donde un
punto técnico de interés particular para este trabajo es el ı́tem 4.

Lema 6.1 (Discretización del Movimiento Browniano).
Sea (Xt)t≥0 un Movimiento Browniano en H que parte de o, y Γ un grupo fuchsiano
cocompacto. Existe R > 0 y una sucesión de tiempos de parada τ1 < τ2 < · · · tales
que:

1. Casi seguramente τn < +∞ para todo n.

2. Casi seguramente para cada n existe un único elemento γn ∈ Γ tal que
dist(Xτn , γno) ≤ R.

3. Definiendo gn = γ−1
n−1γn la sucesión g1, . . . , gn es i.i.d..

4. El tiempo τ1 tiene momento exponencial finito.

6.1. Demostración del lema 6.1

6.1.1. Construcción de los tiempos de parada

Fijemos o ∈ H. Como Γ es discreto podemos tomar R > 0 de manera que:

B(o,R) ∩B(γo,R) = ∅ si γ ∈ Γ \ {id}.

Consideremos ahora 0 < r < R, en lo que sigue trabajaremos con

E =
⋃
γ∈Γ

B(γ.o, R), y F =
⋃
γ∈Γ

B(γ.o, r).
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Proposición 6.2. Ec y F son conjuntos recurrentes, esto es, si (Xt)t≥0 es un Mo-
vimiento Browniano en H entonces para todo z ∈ H

Pz(Xt ∈ Ec para algún t ≥ 0) = Pz(Xt ∈ F para algún t ≥ 0) = 1 (6.1.1)

Demostración. Pongamos A = Ec o F y consideremos la función

hA(z) = Pz(Xt ∈ A para algún t ≥ 0).

Llamemos S = H�Γ, esta es una superficie de Riemann compacta. Como A es Γ-
invariante, la función hA baja a S y define h : S → [0, 1].

Por un lado h = 1 en π(A) y ĺımz→∂π(A) h(z) = 1. Por otro lado hA es armónica en
Ac (ver Lema 5.21), y entonces h es armónica en S \ π(A)c. Como S es compacta
tiene que ser h = 1.

Definimos tiempos de parada auxiliares de la siguiente forma:

s0 = mı́n{t ≥ 0 : Xt ∈ ∂E},

en+1 = mı́n{t > sn : Xt ∈ F},

sn+1 = mı́n{t > en : Xt ∈ ∂E}.

Lema 6.3. sn, en < +∞ casi seguramente, para todo n.

Demostración. Usamos la Proposición 6.2 y la propiedad de Markov fuerte (ver
Proposición 5.8).

El problema con estos tiempos de parada es que no controlamos la distribución de
Xsn+1 dado Xen , es importante en este punto que esta distribución sea “uniforme”.
Para obtener este control, aplicamos un procedimiento denominado “aceptación-
rechazo”1.

Observación 6.4. Sean 0 < r < R y E como antes, por el corolario 5.22 existe
C > 0 tal que

1

C
≤ dβz,E
dβw,E

(u) ≤ C,

para todos z, w ∈ B(γ.o, r) y u ∈ ∂B(γ.o, R), donde γ ∈ Γ es cualquiera.

Ahora consideremos (Un)n sucesión i.i.d. de variables aleatorias uniformes en [0, 1],
independientes de (Xt)t≥0 . Llamemos γn ∈ Γ al elemento que satisface Xen ∈
∂B(γn.o, r).

1https://en.wikipedia.org/wiki/Rejection_sampling
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Lema 6.5. Condicionado a Xen y al evento Un ≤
1

C

dβγno,E
dβXen ,E

(Xsn), la distribución

de Xsn es uniforme. Precisamente

P
(
Xsn ∈ A | Un ≤

1

C

dβγno,E
dβXen ,E

(Xsn), Xen

)
= βγno,∂B(γno,R)(A).

Demostración.

P
(
Xsn ∈ A | Un ≤

1

C

dβγno,E
dβXen ,E

(Xsn), Xen

)
=

=

P
(
Xsn ∈ A, Un ≤

1

C

dβγno,E
dβXen ,E

(Xsn) | Xen

)
P
(
Un ≤

1

C

dβγno,E
dβXen ,E

(Xsn) | Xen

) =

=

∫
A
P
(
Un ≤

1

C

dβγno,E
dβXen ,E

(z)

)
dβXen ,E(z)

∫
E
P
(
Un ≤

1

C

dβγno,E
dβXen ,E

(z)

)
dβXen ,E(z)

=

=

∫
A

dβγno,E
dβXen ,E

(z)dβXen ,E(z)∫
E

dβγno,E
dβXen ,E

(z)dβXen ,E(z)

= βγno,E(A).

Definimos entonces Pn = 1
{Un≤ 1

C

dβγno,E
dβXen,E

(Xsn )}
y Kn = mı́n{k :

∑k
i=1 Pi = n}.

Definición 6.6. Los tiempos de parada (τn)n buscados en el Lema 6.1 están dados
por τ0 = 0, τn = sKn ∀n ≥ 1.

6.1.2. Ítems 1 y 2

Para ver que τn < +∞ basta ver que Kn < +∞ pues ya sabemos (Lema 6.3) que
sn < +∞ para todo n. Por un lado

P(K1 > h) = P
(
U1 >

1

C

dβγ2o,E
dβXe2 ,E

(Xs2), . . . , Uh−1 >
1

C

dβγh−1o,E

dβXeh−1
,E

(Xsh−1
),

Uh ≤
1

C

dβγho,E
dβXeh ,E

(Xsh)

)
≤

≤ P(U1 >
1

C2
, . . . , Uh−1 >

1

C2
) ≤

≤ (1− 1

C2
)h−1 −→ 0, con h→ +∞.
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Por tanto, K1 < +∞. Pero el mismo argumento concluye

P(Kn+1 > h+Kn | Kn) ≤ (1− 1

C2
)h−1,

luego, por inducción obtenemos Kn < +∞ para todo n.

Para el ı́tem 2, notemos que por la continuidad de las trayectorias del Movimiento
Browniano y por definición de los tiempos de parada

Xτn ∈ ∂E =
⋃
γ∈Γ

∂B(γo,R)

Luego para cada n existe c.s. γn ∈ Γ tal que

d(γno,Xτn) = R.

6.1.3. Ítem 3

Como consecuencia del Lema 6.5 tenemos:

Corolario 6.7. P(Xτn ∈ A | γKn) = βγKno,E(A)

Demostración.

P(Xτn ∈ A | γKn) = E(1{Xτn∈A} | γKn) =

= E(E(1{Xτn∈A} | Kn, XeKn
) | γKn) =

= E(βγKno,E(A) | γKn) =

= βγKno,E(A).

Definimos gn = γ−1
Kn−1

γKn para todo n ≥ 1, donde γ0 = id. Tenemos que

P(gn = g) = P(γ−1
Kn−1

Xτn ∈ ∂B(g.o, R)), para todo g ∈ Γ.

Consideremos entonces el proceso (Yt)t≥0 dado por Yt = γ−1
Kn−1

Xτn−1+t. Este proceso
es un Movimiento Browniano en H, independiente de (Un)n. Por tanto

Yτ ′1 y γ−1
Kn−1

Xτn , tienen la misma distribución,

donde τ ′1 se define igual que τ1 pero con el proceso (Yt)t≥0. Entonces

P(gn = g) = P(Yτ ′1 ∈ ∂B(g.o, R)) =

=

∫
∂B(o,R)

P(Yτ ′1 ∈ ∂B(g.o, R) | Y0 = y)dµ0(y),
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donde µ0 es la distribución de Y0. Como el Corolario 6.7 implica que esta distribución
es exactamente βo,∂B(o,R), concluimos

P(gn = g) =

=

∫
∂B(o,R)

P(Yτ ′1 ∈ ∂B(g.o, R) | Y0 = y)dβo,∂B(o,R)(y) =

=

∫
∂B(o,R)

P(Xτ1 ∈ ∂B(g.o, R) | X0 = x)dβo,∂B(o,R)(x) =

= P(g1 = g).

Este argumento muestra además que la distribución de gn sólo depende del proceso
entre tiempos τKn−1 y τKn , por tanto se consigue también la independencia entre gn
y gm siempre que n 6= m.

6.1.4. Ítem 4

Vamos a ver que el tiempo de parada τ1 tiene momento exponencial. Esto es,

Existe ε > 0 tal que E(exp(ετ1)) < +∞. (6.1.2)

Para esto, basta ver que τ1 − s0 y s0 tienen momento exponencial. A modo de
introducción a la prueba, supongamos que τ1 = s1. En este caso, s1 − s0 = (s1 −
e1) + (e1 − s0), ahora dado Xs0

e1 − s0 ∼ τF := mı́n{t ≥ 0 : Xt ∈ F},

de manera similar, dado Xe1

s1 − e1 ∼ ηE := {t ≥ 0 : Xt ∈ ∂E}.

Por tanto, el primer paso es probar los tiempos de parada a la derecha tienen momen-
to exponencial uniforme, es decir, que el exponente no depende de dónde comience
el proceso. El paso final consiste en probar que no se pierde el momento exponencial
mediante el proceso de “aceptación-rechazo”.

Teorema 6.8. Fijemos o ∈ H, 0 < r < R. Dado Γ cocompacto tomemos

E =
⋃
γ∈Γ

B(γ.o, R), y F =
⋃
γ∈Γ

B(γ.o, r).

Entonces

1. Existe δ > 0 tal que si ηE = mı́n{t ≥ 0 : Xt ∈ ∂E} entonces

Ey(exp(δηE)) ≤ K1(δ) < +∞, ∀y ∈ F.
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2. Existe ε > 0 tal que si τF = mı́n{t ≥ 0 : Xt ∈ F} entonces

Ex(exp(ετF )) ≤ K2(ε) < +∞, ∀x ∈ ∂E.

Será útil para la prueba de este teorema caracterizar el momento exponencial finito
como decaimiento rapido de la cola de la distribución.

En ambos casos veremos que la cola de la distribución es ‘subgeométrica’, pues

Lema 6.9. Sea X v.a. no negativa. Entonces P(X ≥ N) ≤ CθN para C > 0,
θ ∈ (0, 1) si y sólo si X tiene momento exponencial finito.

Demostración. Si X tiene momento exponencial finito el resultado es consecuencia
de la desigualdad de Markov,

P(X ≥ N) ≤ E(exp(λX))

exp(λN)
.

El rećıproco es una consecuencia de la fórmula

E(exp(λX)) =

∫ +∞

0

P(exp(λX) > r)dr.

Demostración. 1.: Por invariancia y el lema previo basta suponer y ∈ B(o, r), y ver
que para algún θ ∈ (0, 1)

Py(ηB(o,R) > N) ≤ θN ∀N ≥ 1,

probamos esto por inducción en N ≥ 1.

Consideremos p : (0,+∞)×H×H → R el núcleo del calor en H (ver sección 5.1).
Por definición del Movimiento Browniano en H (ver fórmula 5.2.1) tenemos,

Py(ηB(o,R) > 1) ≤ Py(X1 ∈ B(o,R)) =

=

∫
B(o,R)

p(1, y, z)dz.

Por el Teorema 5.1 el mapa y →
∫
B(o,R)

p(1, y, z)dz es continuo, además la Proposi-

ción 5.2 implica∫
B(o,R)

p(1, y, z)dz < 1, ∀y ∈ B(o,R).

Por tanto existe θ ∈ (0, 1) tal que

Py(ηB(o,R) > 1) ≤
∫
B(o,R)

p(1, y, z)dz ≤ θ ∀y ∈ B(o,R). (6.1.3)
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Supongamos entonces

Py(ηB(o,R) > N) ≤ θN ∀y ∈ B(o, r), (6.1.4)

como tenemos

Py(ηB(o,R) > N + 1) = Py(ηB(o,R) > N + 1 | ηB(o,R) > N)Py(ηB(o,R) > N),

por 6.1.4 basta ver que

Py(ηB(o,R) > N + 1 | ηB(o,R) > N) ≤ θ para todo y ∈ B(o, r).

Esto es consecuencia de 6.1.3 y de la propiedad de Markov:

Py(ηB(o,R) > N + 1 | ηB(o,R) > N) =

= Ey
(
1{ηB(o,R)>N+1} | ηB(o,R) > N

)
=

= Ey
(
1{Xt∈B(o,R): t∈[0,N+1]} | ηB(o,R) > N

)
=

= Ey
(
1{Xt∈B(o,R): t∈[0,1]} . . .1{Xt∈B(o,R): t∈[N,N+1]} | ηB(o,R) > N

)

= Ey
(
1{Xt∈B(o,R): t∈[N,N+1]} | ηB(o,R) > N

)
=

= Ey
(
1{Xt+N∈B(o,R): t∈[0,1]} | ηB(o,R) > N

)
=

= Ey
(
Ey
(
1{Xt+N∈B(o,R): t∈[0,1]} | XN

)
| ηB(o,R) > N

)
=

= Ey
(
EXN

(
1{Xt∈B(o,R): t∈[0,1]}

)
| ηB(o,R) > N

)
=

= Ey
(
PXN

(
ηB(o,R) > 1

)
| ηB(o,R) > N

)
≤ θ.

2.: Esta parte es más delicada, la idea es trabajar en el cociente, y aqúı la compa-
cidad es de particular importancia para la prueba.

Fijemos x ∈ ∂E, llamemos p = π(x) y A = π(F ). Por la Proposición 5.26 el proceso

(Mt)t≥0 dado por Mt = π(Xt) es un Movimiento Browniano en H�Γ (ver Sección
5.8 y en particular el Teorema 5.25).

La fórmula (5.8.3) implica que

Px(τF > N) = Px(Xt /∈ F, ∀t ∈ [0, N ]) =

= Pp(Mt /∈ A, ∀t ∈ [0, N ]).
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Pongamos aN = Pp(Mt /∈ A, ∀t ∈ [0, N ]). El objetivo es probar que existe θ ∈ (0, 1)
tal que

aN+1

aN
≤ θ < 1, para todo N ≥ 1. (6.1.5)

Pues con esto resulta

Px(τE > N + 1) = aN+1 =
aN+1

aN

aN
aN−1

. . .
a1

a0

a0 ≤ θN+1,

que es lo que buscamos (ver Lema 6.9).

Para probar (6.1.5) notemos primero que

aN+1

aN
= Pp(Mt /∈ A, ∀t ∈ [0, N + 1] | Mt /∈ A, ∀t ∈ [0, N ]). (6.1.6)

Entonces para empezar tomemos la medida dada por µpN(U) = Pp(MN ∈ U | Mt /∈
A ∀t ∈ [0, N ]), esto es, µpN es la distribución de MN condicionado a que (Mt)t≥0 no
entró en A entre [0, N ]. Obtenemos aśı

aN+1

aN
=

∫
H�Γ

Pp(Mt /∈ A ∀t ∈ [N,N + 1] | MN = q)dµpN(q) =

=

∫
H�Γ

Pq(Mt /∈ A ∀t ∈ [0, 1])dµpN(q),

donde la última igualdad es consecuencia de la propiedad de Markov.

Para lidiar con el integrando primero observamos que

Pq(Mt /∈ A, ∀t ∈ [0, 1]) ≤ Pq(Mt /∈ A) ∀t ∈ [0, 1], (6.1.7)

Por otro lado sabemos que (ver Teorema 5.25)

Pq(Mt /∈ A) =

∫
Ac
pΓ(t, q, u)du,

y por tanto fijado t ∈ (0, 1) tenemos Pq(Mt /∈ A) < 1 para todo q ∈ H�Γ, ya que de
lo contrario

1 =

∫
Ac
pΓ(t, q, u)du, para algún q ∈ H�Γ

lo que implica pΓ(t, q, u) = 0 para todo u ∈ A, que es absurdo por la positividad de
pΓ (ver Teorema 5.24).

Como el mapa q → Pq(Mt /∈ A) es continuo y H�Γ es compacta, existe 0 < θ < 1
tal que

Pq(M 1
2
/∈ A) ≤ θ para todo q ∈ H�Γ.

Concluimos entonces

aN+1

aN
≤
∫
H�Γ

Pq(M 1
2
/∈ A)dµpN(q) ≤ θµpN(H�Γ) = θ < 1.
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? s0 tiene momento exponencial

Esto es consecuencia del ı́tem 1 en el teorema 6.8.

? τ1 − s0 tiene momento exponencial

De la definición se desprende que

E(exp(ε(τ1 − s0)) =

= E

(
+∞∑
n=0

exp(ε(s1-s0)) . . . exp(ε(sn+1-sn))1{P1=0,...,Pn=0,Pn+1=1}

)
=

=
+∞∑
n=0

E
(

exp(ε(s1-s0)) . . . exp(ε(sn+1-sn)1{P1=0,...,Pn=0,Pn+1=1}

)
=

=
+∞∑
n=0

E
(

exp(ε(s1-s0))1{P1=0} . . . exp(ε(sn-sn−1))1{Pn=0} exp(ε(sn+1-sn))1{Pn+1=1}

)
.

Consideremos la σ-álgebra Fn = σ({Xt : t ≤ sn}, P1, . . . , Pn)), llamemos también

Wn = exp(ε(s1 − s0))1{P1=0} . . . exp(ε(sn − sn−1))1{Pn=0}.

Condicionando a Fn obtenemos

E(Wn exp(ε(sn+1 − sn))1{Pn+1=1}) =

= E
(
E(Wn exp(ε(sn+1 − sn))1{Pn+1=1} | Fn)

)
=

= E
(
WnE(exp(ε(sn+1 − sn))1{Pn+1=1} | Fn)

)
.

Lidiamos con el término a la derecha de Wn:

E
(

exp(ε(sn+1 − sn))1{Pn+1=1} | Fn
)
≤

≤ E
(

exp(2ε(sn+1 − sn)) | Fn
)1/2

P(Pn+1 = 1 | Fn))1/2 ≤

≤ E
(

exp(2ε(sn+1 − sn)) | Fn
)1/2

.

Queremos acotar uniformemente con n esta última expresión. Primero, si mn es la
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distribución de Xsn tenemos

E(exp(ε(sn+1 − sn)) | Fn) =

=

∫
∂E

E(exp(ε(sn+1 − sn)) | Xsn = x)dmn(x) =

=

∫
∂E

E(exp(ε((sn+1 − en+1) + (en+1 − sn)))) | Xsn = x)dmn(x) ≤

≤
∫
∂E

E(exp(2ε(sn+1 − en+1) | Xsn = x)1/2

E(exp(2ε(en+1 − sn)) | Xsn = x)1/2dmn(x).

Por el teorema 6.8 para ε > 0 suficientemente chico,

E(exp(2ε(en+1 − sn)) | Xsn = x) = Ex(exp(2ετE)) ≤ K2(2ε) < +∞,

además

E(exp(2ε(sn+1 − en+1)) | Xsn = x) =

=

∫
F

E(exp(2ε(en+1 − sn)) | Xsn = x,Xen+1 = z)dln(z) =

=

∫
F

Ez(exp(2εηF ))dln(z)

Luego haciendo ε > 0 más chico si hace falta, por el Teorema 6.8

E(exp(2ε(sn+1 − en+1) | Fn) = K1(2ε) < +∞.

Poniendo K = K1K2 llegamos a

E(Wn exp(ε(sn+1 − sn))1{Pn+1=1}) ≤ E(Wn)K(2ε)1/2.

Aplicando el mismo argumento primero con Fn−1, luego con Fn−2 y aśı (F0 :=
σ({Xt : t ≤ s0})) y usando que P(Pk = 0) ≤ 1

C2 para todo k, obtenemos:

E(Wn) ≤ E(Wn−1)K(2ε)1/2 1

C2
≤ (6.1.8)

≤ E(Wn−2)K(2ε)

(
1

C2

)2

≤ (6.1.9)

≤ · · · ≤ K(2ε)n/2
(

1

C2

)n
. (6.1.10)
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Concluyendo, notar que por convergencia dominada K(ε) → 1 cuando ε → 0. Por
lo que si ε > 0 es tal que K(2ε)1/2 < C2,

E(exp(ε(τ1 − s0)) ≤
+∞∑
n=0

K(2ε)n/2
(

1

C2

)n
< +∞.
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Caṕıtulo 7

Demostración del Teorema 4.1

Estamos ahora en condiciones de probar el teorema principal de este trabajo, el
Teorema 4.1. Nos dedicamos exclusivamente a esto en el resto del caṕıtulo.

Consideremos los tiempos de parada (τn)n y la sucesión (γn)n elementos de Γ dados
por el lema 6.1. Por el ı́tem 3 de dicho lema sabemos que

γn = g1 . . . gn y la sucesión (gn)n≥1 es i.i.d.

La probabilidad µ del Teorema 4.1 es

µ(g) = P(g1 = g), para todo γ ∈ Γ.

? La medida visual νo es µ-estacionaria.

Para ver esto llamemos zn = γn.o, entonces la segunda condición del Lema 6.1 es

d(Xτn , zn) = d(Xτn , γn.o) ≤ R, para todo n ≥ 1 c.s.

Por otro lado τn → +∞ cuando n → +∞. Por tanto existe z∞ = ĺımn zn y su
distribución es νo, esto es

P(z∞ ∈ A) = Po( ĺım
t→+∞

Xt ∈ A) = νo(A) para todo A ⊂ S1 boreliano.
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Entonces

µ ∗ νo(A) =
∑
g

(g∗νo)(A)µ(g) =

=
∑
g

νo(g
−1A)µ(g)

=
∑
g

P(z∞ ∈ g−1A)P(g1 = g) =

=
∑
g

P(g.z∞ ∈ A)P(g1 = g) =

=
∑
g

P(ĺım
n
gg1 . . . gn.o ∈ A | γ1 = γ)P(g1 = g)

Por otro lado g1 . . . gn.o y g2 . . . gn+1.o tienen la misma distribución, luego

P(ĺım
n
gg1 . . . gn ∈ A) = P(ĺım

n
gg2 . . . gn+1.o ∈ A) =

= P(ĺım
n
g1 . . . gn.o ∈ A | g1 = g) =

= P(z∞ ∈ A | g1 = g).

Con esto y la cuenta anterior resulta

µ ∗ νo(A) = νo(A), es decir, νo es µ-estacionaria

? Momento exponencial de µ.

Para finalizar la demostración del Teorema 4.1 debemos probar que µ tiene momento
exponencial finito, esto es: existe ε > 0 tal que∑

γ

exp(ε dist(o, γ.o))µ(γ) < +∞.

Otra vez por la segunda condición del Lema 6.1 obtenemos:∑
γ

exp(ε dist(o, γ.o))µ(γ) ≤ E[exp(ε dist(o,Xτ1) +R)] ≤

≤ exp(εR)E[exp(ε dist(o,Xτ1))].

La cuarta condición del Lema 6.1 es que τ1 tiene momento exponencial finito. En-
tonces para terminar basta probar el siguiente resultado (notar que es un resultado
técnico sobre el Movimiento Browniano en H):
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Teorema 7.1. Sea (Xt)t≥0 un Movimiento Browniano en H y τ un tiempo de parada
con momento exponencial finito. Entonces dist(X0, Xτ ) tiene momento exponencial
finito.

Demostración. Suponemos sin pérdida de generalidad que c.s. X0 = o. Recordamos
que queremos encontrar ε > 0 tal que

E (exp(ε dist(o,Xτ ))) < +∞.

Pongamos N = dτe. Es claro que N también tiene momento exponencial finito. Por
el Lema 6.9 podemos tomar θ ∈ (0, 1) y C ′ > 0 tal que

P(N ≥ n) ≤ C ′θn para todo n ≥ 1.

Ahora

E
(

exp(ε dist(o,Xτ ))
)
≤ E

(
exp(εdiám{Xt : t ∈ [0, N ]})

)
=

=
+∞∑
n=1

E
(

exp(εdiám{Xt : t ∈ [0, n]})1{N=n}
)
≤

≤
+∞∑
n=1

E
(

exp(2εdiám{Xt : t ∈ [0, n]}
)1/2 E

(
1{N=n}

)1/2
,

donde para la última desigualdad aplicamos Cauchy-Schwarz.

Notemos ahora que

diám{Xt : t ∈ [0, n]}] ≤ diám{Xt : t ∈ [0, 1]}+ · · ·+ diám{Xt : t ∈ [n− 1, n]},

además las variables aleatorias diám{Xt : t ∈ [i − 1, i]} para i = 1, . . . , n son
independientes e idénticamente distribuidas, esto debido a la propiedad de Markov.
Por tanto

E
(

exp(ε dist(o,Xτ ))
)

=
+∞∑
n=1

E
(

exp(2εdiám{Xt : t ∈ [0, 1]}
)n/2 P(N = n)

1/2 ≤

≤
+∞∑
n=1

E
(

exp(2εdiám{Xt : t ∈ [0, 1]}
)n/2 P(N ≥ n)

1/2 ≤

≤ C ′
+∞∑
n=1

E
(

exp(2εdiám{Xt : t ∈ [0, 1]}
)n/2

θ
n/2.

Por la Proposición 5.13 existe δ > 0 tal que

E[exp(δdiám{Xt : t ∈ [0, 1]}] < +∞,
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de donde, por convergencia dominada podemos tomar 0 < ε < δ/2 tal que

θ E[exp(2εdiám{Xt : t ∈ [0, 1]}] < 1,

finalmente se concluye

E[exp(ε dist(o,Xτ ))] < +∞.
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Apéndice A

Probabilidad

A.1. Esperanza condicional

Definimos la esperanza condicionada a una sub σ-álgebra y enunciamos algunas pro-
piedades elementales, referimos a [Var01] caṕıtulo 4 por más detalles y las pruebas
respectivas.

Fijemos un espacio de probabilidad (Ω,P,F),

Definición A.1. Dada una sub σ-álgebra G ⊂ F y una variable aleatoria integrable
X definimos la esperanza de X condicionada a G como

E(X | G) v.a. G-medible tal que E (1AE(X | G)) = E(1AX) para todo A ∈ G.

La existencia y unicidad es ctp, y se obtiene como consecuencia del Teorema de
Radon-Nikodym.

Algunas propiedades que usaremos en este trabajo son:

Proposición A.2.

1. Si X es G-medible E(X | G) = X.

2. E(E(X | G)) = E(X).

3. E(λX + Y | G) = λE(X | G) + E(Y | G).

4. Si H es acotada y G medible, E(HX | G) = HE(X | G).

5. Si G1 ⊂ G2, E(X | G1) = E(E(X | G2) | G1).

6. Si φ es una función convexa, E(φ(X) | G) ≥ φ(E(X | G)).
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A.2. Procesos estocásticos

Fijemos un espacio de probabilidad (Ω,P,F), y S un espacio polaco (metrizable con
base numerable).

Definición A.3.

Un proceso estocástico a tiempo continuo en S es (Xt)t≥0 tal que Xt : Ω→ S
es medible para todo t ≥ 0.

Un proceso estocástico a tiempo discreto en S es (Xn)n≥0 tal que Xn : Ω→ S
es medible para todo t ≥ 0.

Definición A.4. Un proceso estocástico (Xt)t≥0 se dice continuo (cádlàg) si t→ Xt

es continuo (cádlàg) c.s.

Definición A.5.

Una filtración es (Ft)n tal que Fs ⊂ Ft ⊂ F para todos s ≤ t.

Decimos que un proceso (Xt)t≥0 está adaptado a la filtración (Ft)t≥0 si Xt es
Ft-medible para todo t ≥ 0.

Un proceso X = (Xt)t≥0 induce una filtración natural que denotamos por
(FXt )t≥0 = σ(Xs : 0 ≤ s ≤ t). Todo proceso está adaptado a su filtración
natural.

Las definiciones en el caso discreto son análogas.

A.3. Martingalas

A.3.1. Tiempo discreto

Comenzamos introduciendo martingalas en tiempo discreto. Referencias para esta
sección son [BEK04] y [Wil91].

Fijemos (Ω,F ,P) espacio de probabilidad, en esta sección trabajaremos con procesos
a tiempo discreto (Xn)n, i.e., cada Xn : Ω→ R es medible.

Definición A.6. Si (Xn)n es un proceso adaptado a una filtración (Fn)n, y Xn es
integrable para todo n ≥ 0, decimos que

- (Xn)n es un martingala si E(Xn+1 | Fn) = Xn

- (Xn)n es un submartingala si E(Xn+1 | Fn) ≥ Xn

- (Xn)n es un supermartingala si E(Xn+1 | Fn) ≤ Xn

Ejemplo A.7.
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1. Dada X ∈ L1(Ω,P) y una filtración (Fn)n, el proceso dado por Xn = E(X | F)
es una martingala.

2. Sea (Zn)n, consideramos Fn = σ(Z0, . . . , Zn). Si tenemos

Zn integrable para todo n ≥ 0,

Zn centrada, i.e., E(Zn) = 0, y

E(Zn+1 | Fn) = 0 para todo n ≥ 1

Entonces el proceso dado por Xn =
∑n

k=0 Zk es una martingala.

3. Sea (Zn)n, consideramos Fn = σ(Z0, . . . , Zn). Si tenemos

(Zn)n≥ independiente

Z0 = 0, y Zn ≥ 0 para todo n ≥ 1.

E(Zk) = 1 para todo n ≥ 1.

Entonces el proceso dado por X0 = 1, Xn = Z1 . . . Zn es una martingala.

Resumimos en la siguiente proposición algunas propiedades claves.

Proposición A.8. Sea (Xn)n una martingala respecto de la filtración (Fn)n.

1. E(Xn+k | Fn) = Xn para todos n, k ≥ 0.

2. E(Xn) = E(X0) para todo n ≥ 0.

3. Si ϕ : R → R es una función convexa, y ϕ(Xn) es integrable, el proceso
(ϕ(Xn))n es una submartingala.

Demostración.

1. Dado n ≥ 0, hacemos inducción en k.

k = 0: E(Xn | Fn) = XnE(1 | Fn) = Xn.

E(Xn+k+1 | Fn) = E(E(Xn+k+1 | Fn+k) | Fn) = E(Xn+k | Fn) = Xn.

2. E(Xn) = E(E(Xn | F0)) = E(E(E(Xn | Fn−1) | F0)) =

= E(E(Xn−1 | F0)) = E(X0).

3. E(ϕ(Xn+1) | Fn) ≥ ϕ(E(Xn+1 | Fn) = ϕ(Xn), donde aplicamos la desigual-
dad de Jensen para esperanzas condicionales.

Teorema A.9 (Desigualdad de Doob). Si (Xn)n es una submartingala positiva,
tenemos

E

((
sup

0≤j≤n
Xj

)2
)
≤ 4E(X2

n)
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Demostración. Ver Corolario 5.3 en [Var01].

Exponemos ahora algunos teoremas de convergencia de martingalas.

Teorema A.10. Sea (Xn)n una martingala tal que Xn ∈ L2(Ω,P) para todo n ≥ 0.

1. Los incrementos ∆nX = Xn −Xn−1 son ortogonales en L2(Ω,P):

E(∆nX∆mX) = 0 para n 6= m.

2. Si (Xn)n es acotada en L2(Ω,P), esto es: supn E(X2
n) < +∞, entonces

ĺım
n
Xn = X∞ en L2(Ω,P) y casi seguramente.

3. Si se tiene que
∑+∞

n=1

1

n2
E((∆nX)2) < +∞, entonces

ĺım
n

Xn

n
= 0 casi seguramente.

Demostración.

1. Sean n 6= m, supongamos n < m. Resulta entonce que ∆n es Fm−1-medible y
por tanto:

E(∆nX∆mX) = E(∆nXE(∆mX | Fm−1)).

Pero por definición de martingala: E(∆mX | Fm−1) = 0.

2. Notemos que Xn = X0 +
∑n

k=1 ∆nX. Luego por el ı́tem anterior,

||Xm −Xn||22 =
m∑
k=n

||∆kX||22. (A.3.1)

Si la serie de la derecha es convergente, (Xn)n es de Cauchy en L2(Ω,P) y por
tanto converge en L2(Ω,P).

Llamemos C = supn E(X2
n) < +∞, luego ||Xm−Xn||22 ≤ 4C2 para todos m,n.

Entonces por A.3.1
+∞∑
k=1

||∆kX||22 ≤ 4C2,

al ser ésta una serie de términos positivos, tiene que ser convergente.

Para ver que (Xn)n converge casi seguramente, usamos la desigualdad de Doob
A.9.

E
(

( sup
i,j≥n
|Xj −Xi|)2

)
≤ E

(
(sup
i≥n
|Xi −Xn|+ sup

i≥n
|Xi −Xn|)2

)
≤

≤ 2E
(

sup
i≥n
|Xi −Xn|)2

)
=

= 2 ĺım
N→+∞

E
(

( sup
N≥i≥n

|Xi −Xn|)2

)
≤

≤ 8 ĺım
N→+∞

E(|XN −Xn|2).
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Como (Xn)n converge en L2(Ω,P) concluimos que

E
(

( sup
i,j≥n
|Xj −Xi|)2

)
→ 0.

Por tanto, (Xn)n converge casi seguramente, el ĺımite tiene que ser el mismo
que el de la convergencia en L2(Ω,P).

3. Para este resultado haremos uso del siguiente lema:

Lema A.11. (Kronecker) Sea (xn)n una sucesión de números reales,

+∞∑
k=1

xk
k
< +∞ =⇒ ĺım

n→+∞

1

n

n∑
k=1

xk = 0.

Prueba del lema. Llamemos sn =
∑n

k=1
xk
k

y notemos que xk = k(sk − sk−1).
Luego

1

n

n∑
k=1

xk =
1

n

n∑
k=1

k(sk − sk−1) =
1

n
(nsn −

n−1∑
k=1

sk) = sn −
1

n

n∑
k=1

sk,

Pero como la sucesión sn converge, su promedio converge al mismo valor, por
tanto el último término converge a cero.

Llamemos Sn =
∑n

k=1
1
k
∆kX, por el ı́tem 1 y por hipótesis

E(S2
n) =

n∑
k=1

1

k2
E((∆kX)2) ≤

+∞∑
k=1

1

k2
E((∆kX)2) < +∞.

Denotemos Zk = 1
k
∆kX, luego

E(|Zk|) ≤ 1
k
(E(|Xk|) + E(|Xk−1|)) < +∞,

E(Zk) = 0, y

E(Zk+1 | Fk) = 0,

por lo que Sn es una martingala (ver A.7). Por el ı́tem 2, Sn converge c.s.,
luego podemos aplicar el lema de Kronecker para concluir que

ĺım
n→+∞

Xn

n
= ĺım

n→+∞

Xn −X0

n
= ĺım

n→+∞

1

n

n∑
k=1

∆kX = 0, casi seguramente.
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A.3.2. Tiempo continuo

Fijemos otra vez (Ω,F ,P) espacio de probabilidad, ahora trabajaremos con procesos
a tiempo continuo (Xt)t≥0 .

Definición A.12. Si (Xt)t≥0 es un proceso adaptado a una filtración (Ft)t≥0, y Xt

es integrable para todo t ≥ 0, decimos que

- (Xt)t≥0 es un martingala si E(Xt | Fs) = Xs para todos 0 ≤ s ≤ t.

- (Xt)t≥0 es un submartingala si E(Xt | Fs) ≥ Xs para todos 0 ≤ s ≤ t.

- (Xt)t≥0 es un supermartingala si E(Xt | Fs) ≤ Xs para todos 0 ≤ s ≤ t.

Algunos resultados clásicos que utilizamos en el trabajo son los siguientes.

Teorema A.13 (Teorema de parada opcional).
Sea (Xt)t≥0 una martingala continua y τ ≥ 0 tiempo de parada tal que |Xt∧τ | ≤ X
donde E(|X|) < +∞, entonces

E(Xτ | F0) = X0, en particular E(Xτ ) = E(X0).

Teorema A.14 (Desigualdad de Doob).
Sea (Xt)t≥0 una martingala continua y 1 ≤ p < +∞, entonces

para todo ε > 0 E
(

sup
0≤t≤T

|Xt| ≥ ε

)
≤ 1

εp
E
(
|X(T )|p

)
. (A.3.2)

Demostración. Ver [Bor17] Caṕıtulo 1 Corolario 5.2.

Teorema A.15. Sea (Xt)t≥0 una martingala tal que supt≥0 E
(
|X(t)|

)
< +∞.

Entonces existe X∞ tal que ĺımt≥0Xt = X∞, además E(|X∞|) < +∞.

Demostración. Ver [Bor17] Caṕıtulo 1 Corolario 5.4.

A.4. Movimiento Browniano en Rd

Definición A.16. Un Movimiento Browniano en R es (Bt)t≥0 tal que

1. Para todos 0 ≤ t0 ≤ · · · ≤ td las variables aleatorias Bt1 −Bt0 , . . . , Btd −Btd−1

son independientes.

2. Bt −Bs ∼ N(0, t− s) para todos 0 ≤ s ≤ t.

3. (Bt)t≥0 es continuo, esto es, t→ Bt es continuo c.s.
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Observación A.17. Una prueba de la existencia de dicho proceso se puede ver por
ejemplo en [MP10] o [Bil68]. En ambos casos se construye primero lo que denomi-
naremos Movimiento Browniano estándar que es el caso especial B0 = 0 c.s. Dado
un Movimiento Browniano estándar (Bt)t≥0 y una variable aleatoria B cualquiera
(Bt +B)t≥0 resulta un Movimiento Browniano con B0 = B.

Referimos a [Bor17], [MP10] por propiedades básicas de este proceso. En lo que sigue
listamos algunas que serán de utilidad para este trabajo.

Proposición A.18. Si (Bt)t≥0 es un Movimiento Browniano, (−Bt)t≥0 también es
un Movimiento Browniano.

Proposición A.19 (Ley fuerte de los grandes números).

Casi seguramente
Bt

t

t→+∞−−−−→ 0.

Recordemos que la filtración natural asociada a un proceso B = (Bt)t≥0 es (FBt )t≥0

donde FBt = σ(Bu : u ∈ [0, t]).

Proposición A.20 (Propiedad de Markov débil).
Sea (Bt)t≥0 un Movimiento Browniano, para todo s ≥ 0 el proceso (Bt+s − Bs)t≥0

es un Browniano estándar independiente de FBs .

Proposición A.21 (Propiedad de Markov fuerte).
Sea (Bt)t≥0 un browniano y τ un tiempo de parada respecto de la filtración natural
que es c.s. finito, entonces el proceso (Bτ+t − Bτ )t≥0 es un browniano estándar
independiente de FBτ .

Proposición A.22. Sea (Bt)t≥0 un Movimiento Browniano tal que E(|B0|) < +∞.
Entonces (Bt)t≥0 es una martingala respecto de la filtración natural.

Definición A.23 (Browniano en Rd).
Un Movimiento Browniano en Rd es (Bt)t≥0 tal que Bt = (B1

t , . . . , B
d
t ), donde

(B1
t )t≥o, . . . , (B

d
t )t≥0 son Brownianos independientes.

A.4.1. Tiempos de salida

En esta sección presentamos algunos resultados relevantes para este trabajo sobre
la distribución de los tiempos de salida del Movimiento Browniano. Un resultado de
particular interés para este trabajo es la proposición A.27.

Fijemos en lo que sigue un Movimiento Browniano (Bt)t≥0 , definimos los tiempos
de parada

τr = ı́nf{t ≥ 0 : |Bt| = r} para r ≥ 0, (A.4.1)

Ta = ı́nf{t ≥ 0 : Bt = a} para a ∈ R (A.4.2)

Observación A.24. Notar que

1. τr = mı́n{Tr, T−r}.
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2. {máx{Bs : s ∈ [0, t]} ≥ r} = {Tr ≤ t}

3. {máx{|Bs| : s ∈ [0, t]} ≥ r} = {τr ≤ t}
Proposición A.25. Sea (Bt)t≥0 un browniano estándar, si r > 0 tenemos

P(Tr < t) = P(máx{Bs : s ∈ [0, t]} ≥ r) = 2P(Bt ≥ r). (A.4.3)

Demostración. Ver teorema 2.21 [MP10].

Observación A.26. Resulta de esta proposición (ver observación 2.22 en [MP10])
que para (Bt)t≥0 browniano estándar

P(Tr ≤ t) ≤
√

2t

r
√
π

exp(−r
2

2t
). (A.4.4)

Por la proposición A.18 resulta también

P(T−r ≤ t) ≤
√

2t

r
√
π

exp(−r
2

2t
). (A.4.5)

Luego concluimos por la observación A.24 que

P(máx{|Bs| : s ∈ [0, t]} ≥ r) = P(τr ≤ t) ≤ 2
√

2t

r
√
π

exp(−r
2

2t
). (A.4.6)

Proposición A.27. Sea (Bt)t≥0 un browniano estándar, tenemos

P(máx
s∈[0,t]

{|Bs − s|} ≥ r) ≤ O(e−λtr) (A.4.7)

Demostración. Consideremos el proceso (B̃s)s∈[0,t] dado por B̃s = Bs− s. Este no es
un Movimiento Browniano en (Ω,P,F) pero por el teorema de Girsanov (ver [Bor17]

Teorema 10.1 caṕıtulo 2) śı lo es en (Ω, P̃,F) donde P̃ está dada por

dP̃
dP

= exp(Bt −
t

2
).

Luego

P
(

máx
s∈[0,t]

{|Bs − s|} ≥ r

)
=

= EP
(
1{máxs∈[0,t]{|Bs−s|}≥r}

)
=

= EP̃

(
1{máxs∈[0,t]{|Bs−s|}≥r} exp

(
−Bt +

1

2
t

))
=

= EP̃
(
1{máxs∈[0,t]{|B̃s|}≥r}

exp(−B̃t)
)

exp

(
−t
2

)
≤

≤ EP̃
(
1{máxs∈[0,t]{|B̃s|}≥r}

) 1
2 EP̃

(
exp(−2B̃t)

) 1
2

exp

(
−t
2

)
≤

≤ P̃
(

máx
s∈[0,t]

{|B̃s|} ≥ r

) 1
2

EP̃
(

exp(−2B̃t)
) 1

2
exp(− t

2
).
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Tenemos entonces por (A.4.6) que

P̃
(

máx
s∈[0,t]

{|B̃s|} ≥ r

) 1
2

≤ Ct√
r

exp(−r
2

4t
).

Además, como bajo P̃ tenemos B̃t ∼ N(0, t) concluimos

EP̃
(

exp(−2B̃t)
) 1

2
= exp(t).

Concluimos aśı

P
(

máx
s∈[0,t]

{|Bs − s|} ≥ r

)
≤
Ct exp( t

2
)

√
r

exp(−r
2

4t
).

A.5. Procesos de Markov

Fijemos (Ω,F ,P) espacio de probabilidad y S un espacio polaco (métrico, completo
y separable). En lo que sigue denotamos por

B(S) σ-álgebra de borel de S.

B(S) = {f : S → R : medible borel y acotada}.

La filtración natural asociada a un proceso estocástico X = (Xt)t≥0 es (FX
t )t≥0

dada por FXt = σ(Xu : u ∈ [0, t]).

Definición A.28. Decimos que un proceso estocástico (Xt)t≥0 es un proceso de
Markov respecto de una filtración (Ft)t≥0 si

E(f(Xt+s) | Ft) = E(f(Xt+s) | Xt), ∀t, s ≥ 0, f ∈ B(S). (A.5.1)

La propiedad (A.5.2) aplicada a funciones caracteŕısticas resulta en

P(Xt+s ∈ E | Ft) = P(Xt+s ∈ E | Xt), ∀t, s ≥ 0, E ∈ B(S). (A.5.2)

Esto se entiende comúnmente como: el estado del proceso a partir de tiempo t
depende solamente del azar y del estado en tiempo t. En este sentido, para construir
procesos de Markov es natural considerar un estado de partida o distribución inicial
y luego establecer las transiciones del proceso.

Definición A.29. Una probabilidad de transición en S es π : [0,+∞]×S×B(S)→
[0, 1] tal que

1. π(t, x, ·) es una medida de probabilidad en S.

2. π(0, x, ·) = δx.
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3. π(·, ·, E) es medible borel en [0,+∞]× S y acotada.

4. π(t+ s, x, E) =
∫
S
π(s, y, E)dπ(t, x, y).

Decimos que un proceso de Markov (Xt)t≥0 respecto de una filtración (Ft)t≥0 tiene
probabilidades de transición π si

E(f(Xt+s) | Ft) =

∫
S

f(y)dπ(s,Xt, y), ∀t, s ≥ 0, f ∈ B(S). (A.5.3)

Para funciones caracteŕısticas resulta

P(Xt+s ∈ E | Ft) = π(s,Xt, E), ∀t, s ≥ 0, E ∈ B(S). (A.5.4)

Teorema A.30. Sea π una probabilidad de transición en S y ν probabilidad en
S cualquiera. Existe entonces un proceso de Markov (Xt)t≥0 con probabilidad de
transición π y distribución inicial ν.

Demostración. Ver caṕıtulo 4, Teorema 1.1 de [EK86]. Notar que asumimos que S
es polaco.

A.5.1. Semigrupos

Notamos que C0(S) = {f : S → R : continua y tal que ĺımx→∞ f(x) = 0} es un
espacio de Banach con la norma del supremo

||f ||∞ = sup{|f(x)| : x ∈ S}.

Definición A.31. Un C0-semigrupo en C0(S) es una familia (Pt)t≥0 de operadores
acotados en C0(S) tal que

P0 = Id

Pt+s = PtPs = PsPt

||Ptf − f ||∞
t→0−−→ 0, para toda f ∈ C0(S).

Observación A.32. Una probabilidad de transición π define un semigrupo median-
te

Ptf(x) =

∫
S

f(y)dπ(t, x, y). (A.5.5)

En este caso ||Pt|| ≤ 1 para todo t ≥ 0. Un C0-semigrupo con dicha propiedad se
dice contractivo.

Nos interesa establecer bajo qué condiciones un C0-semigrupo determina un proceso
de Markov, a esto apuntamos en lo que sigue. Esto es de particular importancia para
este trabajo pues es de esta manera que elegimos definir el Movimiento Browniano
en H en el caṕıtulo 5.
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Definición A.33. Un semigrupo (Pt)t≥0 en B(S) se dice de Feller si se satisfacen:

1. ||Pt|| ≤ 1 (contractibilidad).

2. f ≥ 0 =⇒ Ptf ≥ 0 (positividad).

3. Pt1 = 1.

4. (Pt)t≥0 es un C0-semigrupo en C0(S).

Teorema A.34. Sea (Pt)t≥0 un semigrupo de Feller en S tal que

ĺım
t→0

1

t
Pt(1B(x,ε)c)(x) = 0, para todo x ∈ S, y ε > 0. (A.5.6)

Entonces para toda ν probabilidad en S existe un proceso de Markov (Xt)t≥0 tal
que

1. X0 ∼ ν

2. E(f(Xt+s) | FXt ) = Ps(f(Xt))

3. t→ Xt es continuo c.s.

Demostración. Ver caṕıtulo 4, proposición 2.4 y 2.9 en [EK86]

Observación A.35. Como consecuencia del teorema previo, una probabilidad ν en
S y un semigrupo de Feller (Pt)t≥0 determinan una medida en C([0,+∞), S), esta
es la distribución del proceso (Xt)t≥0 en dicho teorema.

Dado E ⊂ C([0,+∞), S) boreleano definimos

Pν(E) = P((Xt)t≥0 inE), y

Eν(f) = E(f((Xt)t≥0 )),

donde (Xt)t≥0 satisface X0 ∼ ν. Cuando ν = δx escribimos Px = Pδx y Ex = Eδx

A.5.2. Propiedad de Markov fuerte

Definición A.36. Decimos que un proceso (Xt)t≥0 tiene la propiedad de Markov
fuerte si para todo tiempo de parada τ respecto de la filtración (FX

t )t≥0 que es c.s.
finito tenemos

E(f(Xt+τ ) | FXτ ) = Pt(f)(Xτ ) para todo t ≥ 0. (A.5.7)

Teorema A.37. (Propiedad de Markov fuerte) Sea (Xt)t≥0 dado por el teorema
A.34, se tiene que (Xt)t≥0 tiene la propiedad de Markov fuerte.

Más aún dado τ tiempo de parada respecto de (FX
t )t≥0 que es c.s. finito

E(f((Xt)t≥0 ) | FXτ ) = EXτ (f) (A.5.8)
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Demostración. Que tiene la propiedad de Markov fuerte es consecuencia del Teorema
2.7 en el caṕıtulo 4 de [EK86]. Por una prueba de la fórmula A.5.8 ver [EK86]
Proposición 1.5, caṕıtulo 4.

81



Bibliograf́ıa

[Ahl79] Lars V. Ahlfors. Complex analysis. An introduction to the theory of analy-
tic functions of one complex variable. 3rd ed. International Series in pure
and applied Mathematics. Düsseldorf etc.: McGraw-Hill Book Company.
XIV, 331 p., 1979.
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marche aléatoire. Astérisque 74, 47-98 (1980)., 1980.

[Hsu02] Elton P. Hsu. Stochastic analysis on manifolds, volume 38 of Graduate
Studies in Mathematics. American Mathematical Society, Providence, RI,
2002.

83



BIBLIOGRAFÍA
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